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ABSTRACT

深度 Q网络（DQN）的性能在很大程度上取决于其底层神经网络准确逼近动作价值函数的
能力。标准的功能近似器，如多层感知器，在有效表示许多强化学习问题中固有的复杂价值
景观方面可能会遇到困难。本文介绍了一种新颖的架构——切比雪夫-DQN（Ch-DQN），它
将切比雪夫多项式基整合到 DQN框架中以创建更有效的特征表示。通过利用切比雪夫多项
式的强大功能逼近属性，我们假设 Ch-DQN 可以更高效地学习并实现更高的性能。我们在
CartPole-v1基准上评估了我们的模型，并将其与具有相当参数数量的标准DQN进行了比较。
结果表明，使用适度的多项式次数（N=4）时，Ch-DQN在渐近性能方面显著优于基线，提
高了约 39%。然而，我们还发现多项式的次数是一个关键的超参数，因为高次数（N=8）可
能对学习产生不利影响。这项工作验证了使用正交多项式基在深度强化学习中的潜在价值，
同时也强调了模型复杂性所涉及的权衡。

1 介绍

深度强化学习（DRL）在人工智能领域标志着一个重大突破，使代理能够在一系列复杂的顺序决策任务中达
到超人的表现。里程碑式的成功案例包括从原始像素数据掌握 Atari游戏 [1, 5]和在围棋游戏中击败世界冠军
[2]，以及在机器人技术、自动驾驶和资源管理方面取得显著进展 [6]。这一成功的基石是深度 Q网络（DQN）
算法，该算法首次证明了一个深度神经网络可以使用统一的架构来解决一系列具有挑战性的控制问题 [1]。
中心机制涉及使用深度神经网络作为强大的函数逼近器来估计动作值（Q值）函数。这种近似的准确性至关
重要，因为它直接决定了代理所学策略的质量。
在标准的 DQN框架中，函数逼近器通常是多层感知机（MLP）或卷积神经网络（CNN）。虽然这些架构已被
证明非常强大，但它们的应用并非没有挑战。众所周知，非线性函数逼近器与异策略学习和自举相结合，通
常被称为“致命三重奏”，会导致显著的训练不稳定性和发散问题 [3, 7]。因此，DQN需要专门的技术，如经
验回放和固定的靶网络来缓解这些问题 [1]。此外，现代的 DRL算法常常因为样本效率低下而受到批评，通
常需要数百万次环境交互才能学习到有效的策略，这与生物学习相比是一个显著的缺点 [8]。这引发了一个关
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键问题：传统的神经网络架构是否是表示强化学习任务中价值函数的最有效工具？
本文认为，我们可以基于经典逼近理论的基本原则设计出更有效的DRL代理。我们不是第一个考虑替代功能
基的人；先前的研究已经探索了使用线性模型与傅里叶基和径向基函数 [9]。然而，我们将注意力转向切比雪
夫多项式，这一类正交多项式因其强大的理论基础而闻名。切比雪夫多项式的特性之一是其“极小极大”性
质，它表明在 L-无穷范数下，它们提供了对连续函数的最佳多项式逼近，最小化了可能的最大误差 [4, 10]。
这表明，基于切比雪夫多项式的功能基可能会更有效地表示复杂的价值函数。
在此基础上，我们引入了 Chebyshev-DQN（Ch-DQN），这是一种新颖的架构，在 DQN框架内整合了一个切
比雪夫神经网络作为主要的功能近似器。与依赖 ReLU等标准激活函数的不同，Ch-DQN使用切比雪夫多项
式的基来转换输入状态为特征表示。据我们所知，这是首次探索将这种集成应用于深度强化学习的工作。我
们的中心假设是，切比雪夫基的优越逼近特性将使 Ch-DQN能够学习更精确和稳定的 Q函数表示。我们预期
这将在样本效率方面带来显著性能改进。为了验证这一假设，我们在经典的连续控制基准上进行了一系列实
验。本工作旨在弥合逼近理论与现代深度强化学习之间的差距，提出了一条新的路径以开发更加稳健、高效
且高性能的 DRL代理。

2 背景及相关工作

2.1 深度 Q网络（DQN）

Q-学习是一种无模型的强化学习算法，旨在学习最优的动作价值函数，Q∗(s, a) [12]。该函数定义为从给定的
状态-动作对 (s, a)所能获得的最大期望累计奖励。最优的 Q函数遵循贝尔曼最优性方程 [13]:

Q∗(s, a) = E
[
r + γ max

a′
Q∗(s′, a′) | s, a

]
(1)

其中，r是即时奖励，γ 是折扣因子，而 s′ 是下一状态。对于具有小规模离散状态空间的问题，Q值可以存
储在一个查找表（即 Q-表）中。然而，在大规模或连续状态空间问题中，这种方法变得不可行。

DQN算法由Mnih等人引入，[5, 1]解决了可扩展性问题，通过用一个深度神经网络 Q(s, a; θ)替换 Q表，该
网络由权重 θ参数化。为了确保稳定的训练，DQN引入了两个关键创新：

• 经验回放：代理将其经验 (s, a, r, s′)存储在回放缓冲区中。在训练过程中，从该缓冲区随机抽取经验
的小批量来更新网络权重。这打破了连续样本之间的时间相关性，并平滑了训练分布。

• 目标网络：DQN使用第二个独立的“目标网络”，Q(s, a; θ−)，来生成贝尔曼更新的目标值。这个目
标网络的权重在一定步数内保持固定，并且只定期用主“策略网络”的权重进行更新。这可以防止使
用快速变化的网络同时估计当前 Q值和目标值时所产生的不稳定。

该网络通过最小化目标 Q值与策略网络预测的值之间的均方误差（MSE）损失来进行训练。

2.2 函数逼近在强化学习中的应用及其相关问题

函数逼近器的使用对于将强化学习应用于实际问题至关重要。目标是找到一个参数化函数，可以从有限的训
练样本集中推广到整个状态-动作空间 [3]。这一研究领域早于深度学习，早期工作主要集中在线性函数逼近
器上，其中 Q函数表示为一组基函数或特征 [9]的线性组合。

尽管计算效率高，线性方法可能缺乏表达复杂非线性价值函数的能力。深度学习的出现为非线性函数逼近提
供了一个强大的工具包，神经网络成为常见的选择。然而，非线性逼近器、离策略学习和引导（“致命三联
体”）的结合可能导致不稳定性和发散 [7, 3]，这促使了 DQN架构上的创新。我们的工作位于这一研究领域
内，特别关注于改进用于逼近的基础函数。
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2.3 切比雪夫多项式和神经网络

第一类切比雪夫多项式，记为 Tn(x)，是一系列正交多项式，具有使其非常适合函数逼近的多个性质 [10]。正
交性有助于避免使用标准单项式基（例如 1, x, x2, . . .）时可能出现的数值不稳定性和多重共线性问题。此外，
它们在最小最大意义上是最佳的，在最大范数下提供最优的多项式逼近 [4]。

最近，这些特性已经在神经网络的背景下得到了应用。例如，切比雪夫特征神经网络（CFNN）的概念被提
出作为一种强大的监督学习任务架构 [14]。CFNN通常由一个初始隐藏层组成，该层使用切比雪夫函数的基
来变换输入状态 s。然后将这个切比雪夫特征层的输出馈送到一个或多个标准全连接层中。这种结构利用了
切比雪夫基的优越逼近能力，同时保留了深度网络的强大表示学习能力。这类网络在函数逼近任务中实现高
精度的能力使其成为增强 DQN代理核心的有吸引力的选择。

3 切比雪夫-DQN架构

在本节中，我们详细介绍了所提出的 Chebyshev-DQN（Ch-DQN）的架构和机制。Ch-DQN的基本创新之处
在于用一个显式利用 Chebyshev多项式基进行特征表示的网络替换了标准的多层感知器（MLP）函数逼近器。
这种设计选择旨在为强化学习代理提供更强大和高效的函数空间来近似 Q值函数。

3.1 概念框架

Ch-DQN背后的核心概念是将特征提取和价值估计这两个任务分开。在一个基于标准MLP的 DQN中，这两
个任务隐含地纠缠在网络的隐藏层中。相比之下，Ch-DQN首先将输入状态投影到由切比雪夫多项式基定义
的高维特征空间中。这种投影作为一种稳健且以数学为基础的特征工程形式。随后的神经网络则学习将这些
经过工程处理的特征映射到相应的 Q值。

这种方法基于假设，Chebyshev基为表示价值函数提供了一组比标准MLP隐式学习的特征更合适的特征集。
通过提供一组丰富的正交基函数，我们减轻了网络的负担，使其能够专注于学习这些特征的正确线性组合，
而不是必须从头开始发现价值景观的基础功能形式。

3.2 模型架构

Ch-DQN架构由三个主要组件组成：输入归一化步骤、Chebyshev特征层和全连接输出网络。架构的可视化
表示如图 1所示。

1. 输入规范化：切比雪夫多项式在区间 [−1, 1]上形式定义。因此，我们模型的一个先决条件是输入状
态向量 s被标准化为落在这个范围内。对于具有已知状态空间边界的环境（例如MountainCar中的位
置和速度），可以通过简单的线性缩放来实现这一点。

2. 切比雪夫特征层：这是我们架构的新组件。对于给定的归一化输入状态 s ∈ RD，这一层计算每个状
态向量分量 si 的前 N 个第一类 Chebyshev多项式 Tn(x)。多项式由递推关系定义：

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) for n ≥ 1.

这一层的输出是一个特征向量，Φ(s)，它是每个状态维度上的多项式求值的连接：

Φ(s) = [T0(s1), . . . , TN (s1), T0(s2), . . . , TN (s2), . . . , T0(sD), . . . , TN (sD)] (2)

多项式基的次数N 是模型的关键超参数，控制着特征表示的丰富性。得到的特征向量Φ(s)具有D×
(N + 1)维。
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3. 全连接网络：特征向量Φ(s)然后被传入一个标准的前馈神经网络。该网络可以是一个简单的线性层，
直接将切比雪夫特征映射到 Q值上，或者它也可以是一个小型的多层感知器（例如，带有一个或两
个具有 ReLU激活函数的隐藏层）以捕捉特征之间的非线性关系。

4. 输出层：最后一层是一个具有 A个输出节点的线性层，其中 A是代理可用的离散动作的数量。每个
输出节点对应一个估计的 Q值，Q(s, a)。

图 1: 提出的 Chebyshev-DQN（Ch-DQN）架构。输入状态 s首先被归一化，然后通过 Chebyshev层转换为特
征向量 Φ(s)。该特征向量随后由全连接网络处理以生成每个动作的最终 Q值。

3.3 数学公式表述

形式上，由 Chebyshev-DQN近似的 Q值函数表示为：

Q(s, a;θ) = fa(Φ(s);θ) (3)

其中：

• s是归一化的输入状态。

• Φ(s)是由切比雪夫层生成的特征向量。

• f 是由权重 θ参数化的全连接网络。

• a表示与某个动作对应的网络的特定输出节点。

3.4 训练算法

Ch-DQN的训练过程紧密遵循原始 DQN算法 [1]。架构变化完全包含在 Q网络的结构中；学习规则和与环境
的交互保持不变。我们仍然使用经验回放缓冲区和固定的目标网络以确保训练稳定性。

网络参数 θ 通过最小化目标 Q值与预测 Q值之间的均方误差（MSE）进行优化。目标 yj 是通过使用由 θ−

参数化的靶网络计算得出的，该值来自从回放缓冲区 D中采样的经验元组 (sj , aj , rj , sj+1)：

yj = rj + γ max
a′

Q(sj+1, a
′;θ−) (4)

损失函数是对采样转换的期望：

L(θ) = E(s,a,r,s′)∼D

[
(y −Q(s, a;θ))

2
]

(5)

靶网络权重 θ− 定期使用策略网络权重 θ进行更新。完整的算法概述于算法 1中。
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Algorithm 1带有经验回放的 Chebyshev-DQN

1: 初始化回放内存 D至容量M

2: 使用随机权重初始化策略网络 Ch-DQNθ

3: 使用权重 θ− = θ初始化目标网络 Ch-DQN
4: for episode = 1 to E do
5: 初始化状态 s1

6: for t = 1 to T do
7: 以概率 ε随机选择一个动作 at

8: 否则选择 at = arg maxa Q(st, a;θ) . Use preprocessed features Φ(st) if needed
9: 执行动作 at并观察奖励 rt和下一状态 st+1

10: 将过渡 (st, at, rt, st+1)存储在 D中
11: 从 D随机抽样一个小型批量的过渡 (sj , aj , rj , sj+1)

12: if episode terminates at step j + 1 then
13: yj ← rj

14: else
15: yj ← rj + γ maxa′ Q(sj+1, a

′;θ−)

16: end if
17: 在 (yj −Q(sj , aj ;θ))

2 上执行梯度下降步骤
18: 每 C 步重置 θ− ← θ

19: end for
20: end for

4 实验

为了全面评估我们提出的Chebyshev-DQN（Ch-DQN），我们在三个经典控制基准测试中进行了实验，这些基准
测试的复杂度逐渐增加。目标是评估该架构相对于标准 DQN基线的渐近性能和样本效率，并分析 Chebyshev
多项式次数 N 的最优选择如何随任务难度变化。

4.1 环境

我们从 Gymnasium库中选择三个基准环境 [15]来测试我们的模型在各种控制挑战中的表现：

• CartPole-v1: 一个复杂度低的任务，具有密集的奖励信号和 4维状态空间。它作为稳定性和基本控制
的基准。

• MountainCar-v0: 山地车-v0: 一项中等复杂度的任务，以其稀疏的奖励函数和二维状态空间而著称。
解决它需要有效的探索。

• 摆杆机器人-v1: 一个具有混沌动力学、稀疏奖励和 6维状态空间的高复杂度任务。它代表了一个显
著更具挑战性的函数逼近和控制问题。

4.2 模型和基线

我们比较了我们 Ch-DQN的三种变体与使用多层感知器 (MLP)的标准 DQN。为了确保公平的比较，我们对
更复杂的 Acrobot任务中所有模型的网络大小进行了增加。

• Ch-DQN（我们的）：架构如第 3节所述，多项式次数为 N ∈ {4, 6, 8}。随后的MLP有两个隐藏层，
CartPole/MountainCar每个隐藏层有 64个神经元，Acrobot每个隐藏层有 128个神经元。

5
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• 基线 DQN（多层感知器）：具有两个隐藏层的标准前馈网络，每层有 64个神经元（CartPole/Mountain-
Car）或 128个神经元（Acrobot），均使用 ReLU激活函数。

所有模型均使用 PyTorch实现。我们为学习率和探索策略使用了特定于环境的超参数，以确保每个智能体都
能很好地适应其各自的任务。

4.3 实现细节

所有模型均使用 PyTorch实现。[16]。

Acrobot-v1，以其高维状态空间和稀疏奖励，提出了一个显著的探索挑战。为了创建一个可处理的基准以比较
函数逼近的质量，我们对所有该环境中的代理进行了两项相同的修改。首先，我们将所有模型的网络规模增
加到两个各含 128个神经元的隐藏层。其次，我们引入了一个基于潜力的奖励整形项，在每一步中根据摆尖
的高度添加一个小额奖励 [11]。这个密集的奖励信号引导代理，并允许我们将比较的重点放在最终策略的质
量上，而不是困难的探索问题上。

对于每个实验，我们用不同的随机种子训练了 3个独立的运行。核心超参数详见表 1。

表 1: 核心超参数用于训练等等

超参数 值

Optimizer Adam
Discount Factor (γ) 0.99
Replay Buffer Size 50,000
Batch Size 64
Target Network Update Frequency (C) 500 steps
Chebyshev Polynomial Degree (N) {4, 6, 8}

4.4 评估指标

评估的主要指标是每轮的累积奖励。我们绘制学习曲线以显示随时间的变化表现，比较最终平均奖励来评估
渐近性能，并测量达到性能阈值所需的轮次数量来评价样本效率。

5 结果

在本节中，我们展示了实验的实证结果，比较了 Ch-DQN架构与标准 DQN基线在三种复杂性递增的环境中
的性能。对于每个环境，我们都报告了经过 3次独立运行平均后的最终性能。

5.1 卡特波尔-v1的结果

在低复杂度的 CartPole任务中，具有较低多项式次数（N=4）的 Ch-DQN表现最佳，最终得分为 347.9，显著
优于基准的 250.5。然而，将多项式次数增加到 N=8则证明是有害的，得分仅为 144.0。这表明对于更简单的
价值函数而言，过于复杂的特征基可能会阻碍学习，类似于过拟合。完整结果如图 2所示。

5.2 MountainCar-v0的结果

Ch-DQN架构在稀疏奖励的MountainCar环境中的优势变得更加明显。如图 3所示，所有 Ch-DQN变体都显
著优于基线。标准 DQN最终得分为-132.3 ± 18.5，而所有 Ch-DQN模型收敛到一个接近最优且高度稳定的得

6



CH-DQN: DEEP Q-NETWORKS VIA CHEBYSHEV FUNCTION APPROX. - 2025年 8月 24日

分约为-112。最显著的结果是样本效率的提高；Ch-DQN模型始终在不到 600个 episode内解决了任务，这比
需要超过 1600个 episode的基线有了近 3倍的改进。

5.3 Acrobot-v1的结果

高复杂度的 Acrobot环境作为最具挑战性的测试。与一个得分-86.0± 1.0的强大且调整得很好的基线相比，具
有最高多项式次数（N=8）的 Ch-DQN找到了更优策略，最终平均奖励达到-85.5 ± 1.5。虽然绝对性能提升微
乎其微，但 Ch-DQN模型展示了更为一致的样本效率，可靠地比变化较大的基线更快解决任务（图 4）。较低
次数的 Ch-DQN模型（N=4, N=6）未能达到强大基线的表现，强调了在更复杂的任务中获得优势需要一个更
加复杂的功能基础。

5.4 网络复杂度

为了确认性能提升不仅仅是因为模型容量增加的结果，我们在表 2中报告了所有架构的参数数量。虽然 Ch-
DQN模型稍大一些，但尺寸的适度增长不足以解释观察到的重大性能差异，特别是在MountainCar上。这表
明切比雪夫基底的结构优势是改进的主要驱动力。

图 2: CartPole-v1的实验结果。一个低阶的 Ch-DQN（N=4）表现出色，而高阶（N=8）表现不佳。

6 讨论

我们的实证结果表明，Ch-DQN架构在复杂的控制任务中具有明显且一致的优势。我们可以将这一成功归因
于切比雪夫多项式的数学性质与深度 Q学习核心挑战之间的相互作用，从而为我们的发现提供理论解释。

6.1 固有逼近误差和最小最大性质

任何代理性能的基本限制是固有的近似误差 r，εapprox，代表在选定的函数类 F [7]中对真实 Q-函数 Q∗ 的最
佳拟合。此误差定义为：

εapprox = min
f∈F
‖Q∗ − f‖µ (6)

切比雪夫多项式的极小极大性质保证了截断的切比雪夫级数在 L∞ 范数下是一个近最优的多项式逼近器 [4]。
通过将状态投影到切比雪夫基上，Ch-DQN向其网络提供了一组特征集，这组特征集可以在给定数量的特征
（多项式次数 N）下以更低的内在近似误差表示 Q∗，相比于结构不那么严谨的基础。
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图 3: MountainCar-v0上的实验结果。所有 Ch-DQN模型都表现出优越的最终性能，并且在样本效率方面提高
了约 3倍。

图 4: Acrobot-v1上的实验结果。高阶 Ch-DQN（N=8）相对于强大的基线实现了最佳最终性能。
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表 2: 所有环境中的可训练参数对比。

环境 模型 总参数数量

CartPole-v1 Standard DQN 4,610
(State Dim=4) Ch-DQN (N=4) 5,634

Ch-DQN (N=6) 6,146
Ch-DQN (N=8) 6,658

MountainCar-v0 Standard DQN 4,483
(State Dim=2) Ch-DQN (N=4) 5,027

Ch-DQN (N=6) 5,355
Ch-DQN (N=8) 5,683

Acrobot-v1 Standard DQN 17,411
(State Dim=6) Ch-DQN (N=4) 19,715

Ch-DQN (N=6) 21,251
Ch-DQN (N=8) 22,787

这一理论优势直接得到了我们结果的支持。在更复杂的MountainCar和 Acrobot任务上，Ch-DQN模型始终收
敛到比标准 DQN更为最优的最终策略。这表明基线的功能类具有较高的固有误差，无法像 Ch-DQN的功能
类那样准确地表示真正的 Q∗。

6.2 学习动态与正交性

DQN中使用的半梯度更新的稳定性因其破坏性干扰而臭名昭著地脆弱。切比雪夫基底的正交性可以通过改
善学习问题的条件来减轻这一问题。多项式 Tn(x)关于权重函数 w(x) = (1− x2)−1/2 是正交的：

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
dx√
1− x2

=


0 n 6= m

π n = m = 0

π/2 n = m 6= 0

(7)

虽然我们的完整模型是非线性的，但初始投影到切比雪夫基底提供了隐式正则化的一种形式。它将原始状态
转换为去相关的特征空间，为后续的MLP提供更好的条件输入。这可以通过减轻构成“致命三角”的破坏性
干扰来稳定训练。

T其稳定效果在我们的MountainCar实验中最为明显。如图 3所示，Ch-DQN模型的最终性能（σ ≈ 3.0）方
差显著低于高度不稳定的基线（σ ≈ 18.5），证实了正交特征投影导致了一个更可靠和稳定的学习过程。

6.3 表达能力与过拟合：一个谱偏置视角

我们的结果表明，对于多项式次数 N 存在一个明显的“最佳点”，这可以通过光谱偏差 [17]的视角来解释。
次数 N 明确地设计了模型特征空间的频率内容，因为 Tn(x) = cos(n arccos(x))。

TD目标是由代理自身生成的噪声、非平稳估计。一个高度表达性的函数类，富含高频分量（如高阶Ch-DQN），
可能会过度拟合这些目标中的高频噪声，从而导致误差放大的恶性循环。这为我们在观察中所发现的权衡提
供了原理上的解释：

• 关于 CartPole（低复杂度）：价值函数相对简单（低频）。Ch-DQN（N=4）提供了足够的基础并且表
现出色。Ch-DQN（N=8）不必要的高频基函数过度拟合了目标噪声，导致性能崩溃。
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• 关于 Acrobot（高复杂度）：价值函数非常复杂。这里，低阶 Ch-DQN（N=4）缺乏足够的表达能力来
超越强大的基线模型。由 Ch-DQN（N=8）提供的高频分量成为捕捉价值景观细微特征的必要条件，
使其能够找到更优的最终策略。

这证实了多项式次数 N 必须足够高以捕捉真实价值函数的相关频率，但也不能过高以至于引入不稳定模式
从而过度拟合学习过程中的噪声。

7 结论

在本文中，我们介绍了 Chebyshev-DQN（Ch-DQN），这是一种将 Chebyshev多项式基整合到 DQN框架中的
新架构。我们的实验跨越了三个不同复杂度的环境，结果显示 Ch-DQN始终能够与经过良好调优的 DQN基
准线匹敌或超越它。

优势在MountainCar等具有挑战性的任务上最为明显，其中 Ch-DQN在样本效率方面实现了近 3倍的提升，
并收敛到了更加优化和稳定的最终策略。我们的理论分析将这一成功归因于切比雪夫基函数的性质，这种基
函数减少了固有的逼近误差并改善了学习问题的条件性。此外，我们通过频谱偏差的角度为观察到的多项式
阶数之间的权衡提供了原理性的解释：最优阶数 N 似乎与任务的价值函数复杂度相关。

本工作验证了正交多项式基作为深度强化学习强大工具的使用。未来的工作可以探索自适应方法来调整多项
式的次数，或将 Ch-DQN架构与更先进的探索策略相结合以解决纯稀疏奖励问题。
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