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欠采样相位恢复与图像先验
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ABSTRACT

相位检索旨在从仅幅度的测量中恢复复信号，这是一
个具有挑战性的非线性逆问题。当前的理论和算法通
常忽略信号先验。相比之下，我们在结构化随机傅里
叶测量下的严重欠采样背景下评估了各种图像先验。
我们的结果显示这些先验显著提高了重建效果，甚至
在弱恢复阈值以下也能实现准确重建。

Index Terms— 反问题，相位检索，图像先验，优
化，正则化

1. 介绍

在许多科学和工程领域，人们需要从间接测量中
恢复感兴趣的对象。在这个背景下，相位检索是一个
特别具有挑战性的非线性问题，旨在从仅幅度的测量
[1]重建复信号 x。

这种表述出现在各种应用中，包括X射线晶体学、
天文成像 [2]、ptychography[3, 4]和傅里叶 ptychogra-
phy[5, 6]。

随机相位检索考虑具有独立随机条目的测量矩
阵，这使得精确恢复和算法性能的研究在理论上可行
[7, 8]。最近的工作保持了这些保证，同时减少了计算
成本。它们通过用结构化变换结合随机对角矩阵替换
密集的随机性来实现这一点 [9]。然而，这一系列工作
很大程度上忽略了关于自然信号的先验知识，这可以
显著提高恢复效果。

图像先验从基于稀疏性的显式正则化器（如总变
差 TV[10]）到嵌入强大去噪器中的隐式先验（例如
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DRUNet[11]），并通过即插即用 (PnP) 框架集成到迭
代方案中。近期的研究试图通过学习显式的正则化器
[12, 13, 14] 来结合前者的理论性质和后者的经验性
能。随机测量模型为在相位检索的背景下评估这些策
略提供了一个特征明确的环境。
超出本研究范围的是生成框架，包括对抗性、深

度图像先验和扩散模型 [15, 16, 17, 18]。我们还参考
了 [19, 20]在标准过采样相位检索框架中使用隐式和
显式正则化器的应用。
在这项工作中，我们评估了 TV、多变量领域专

家（MFoE）和DRUNet，从而涵盖了广泛的一系列先
验。我们展示了引入先验知识带来了显著的改进，并
且在极端欠采样的情况下能够实现准确的恢复。特别
是，MFoE 超过了 TV 和 DRUNet，这表明原理上的
显式正则化器可能特别适合处理非线性逆问题如相位
检索。代码可在 Github1 上获取。

2. 问题定义

我们的目标是从一个通过非线性正向模型

y =
∣∣SFDx

∣∣+ n, (1)

获得的m维实测向量 y ∈ Rm中恢复一个 n维复信号
x ∈ Cn 其中

• 已知随机对角矩阵D ∈ {±1}n×n 的元素独立同
分布地从 {−1,+1}中以相等的概率抽取；

• 离散傅里叶变换矩阵是 F ∈ Cn×n；

• 子采样掩码 S ∈ {0, 1}n×n 是对角的，其中每个
对角线元素独立同分布地来自参数为 α 的伯努
利分布。

1https://github.com/StanislasDucotterd/欠采样相位检索

https://github.com/StanislasDucotterd/undersampled-phase-retrieval
https://arxiv.org/pdf/2509.15026v1
https://cenxiv.cn/cn-pdf/2509.15026v1


• 高斯噪声的噪声水平是 σn，n ∼ N (0, σ2
nI)。

算子 | · |表示逐元素模。形式上，y 在 Rn 中有 m个
非零项，但我们通过丢弃零分量将其识别为Rm。算子
D和 F 准确地模拟了光学系统 [1, 9]中扩束器和透镜
的组合。

一个关键的超参数是采样比率 α。较小的 α值对
应于严重的欠采样，使得恢复问题变得越来越难。在
这项工作中，我们研究了噪声 less测量中的采样比率
α ∈ {k/10}10k=1 以及没有欠采样的含噪声测量 σn ∈
{0.001, 0.01, 0.1, 1}。请注意，在弱恢复阈值 αWR = 1

以下，如果没有先验信息 [7]，则无法恢复关于 x的任
何信息。

结构化随机模型通常对应于任意深度的傅里叶矩
阵和对角矩阵级联。先前的工作表明，至少需要两层
（即 FD2FD1）来模拟密集模型而无需先验知识 [9]。
尽管如此，我们发现即使是在 (1)中的更简单的单层
设置也显著受益于正则化。

3. 方法

3.1. 数据拟合项及其近似算子

为了处理相位检索问题，我们采用交替减少数据
保真项

f(x) =
1

2
‖|SFDx| − y‖22 (2)

并强制解决方案先验信息的迭代方案。

我们考虑的测量算子具有一般形式 SU，其中 S

是一个二进制采样掩码（第 2节），U 是幺正的。在这
种设置下，可以使用 f的近端算子来制定迭代方法，该
近端算子定义为 proxλf (x) = arg minz∈Cn

1
2
‖z−x‖22+

λf(z)。

定理 1. 数据拟合项 f(x) = 1
2
‖|SUx| − y‖22的近端算

子可以表示为

proxλf (x) = UHS

(
1

1 + λ
Ux+

λ

1 + λ
yej arg (Ux)

)
+UH(I − S)Ux. (3)

Proof. 对于标量问题，

proxλ
2 (|·|−y)2(x) = arg min

z∈C

1

2
|z − x|2 + λ

2
(|z| − y)2

(4)

= arg min
z∈C

|z|2 + |x|2 + λ(|z| − y)2

− 2|z||x| cos(arg z − argx) (5)

以及唯一依赖于 arg z 的项通过设置 arg z = argx来
最小化。代入相位后，可以计算最优幅度，得到

proxλ
2 (|·|−y)2(x) =

1

1 + λ
x+

λ

1 + λ
yej arg x. (6)

多维情况下使用二值掩码给出

arg min
z∈Cn

1

2
‖z − x‖22 +

λ

2
‖|Sz| − y‖22 (7)

= S

(
1

1 + λ
x+

λ

1 + λ
yej arg x

)
+ (I − S)x.

(8)

这源于目标函数的可分离性；对于含有 Skk = 1的项
使用标量近似算子 (4)，而对于 Skk = 0的项则使用恒
等映射。最后，通过 [21]，

proxg(U ·)(x) = U peratornameproxg(Ux), (9)

得出 (3)。

3.2. 变分方法

我们最小化数据保真项与 TV或MFoE正则化的
和。TV是一种已建立的手工设计正则化技术。它促进
了原始图像梯度的稀疏性。相比之下，MFoE学习了
噪声相关的正则化器Rσ : Rn → R+，使得对于任意图
像 x ∈ Rn 和 y ∼ N (x, σ2I)，有 proxRσ

(y) ≈ x。参
数 σ使正则化器适应噪声水平。

为了将 TV和MFoE扩展到复杂数据，我们分别
对幅度和归一化相位进行正则化，如

Rσ(x) = Rσ(|x|) +Rσ

(
arg(x)
2π

)
. (10)

所示。为了获得重建，我们求解

arg min
x∈Cn

1

2σn

‖|SFDx| − y‖22 + λRσ(x), (11)
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Fig. 1. 峰值信噪比（dB）对于每个模型和采样比率在
无噪声情况下的表现。误差条显示了在 BSD68 上的
三次随机实现中的最佳、中位数和最差性能。
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Fig. 2. 各模型和噪声水平在无亚采样情况下的PSNR
（dB）。误差条显示了在 BSD68上的三次随机实现中
的最佳、中位数和最差性能。

Algorithm 1 加速近端梯度下降法带重启机制
输入：初始化x0 ∈ Cn，步长 γ，测量噪声水平 σn，
噪声水平 σ，以及容差 ε > 0

1: 设置 t0 = 1,k = 0,r0 =∞,s0 =∞,z0 = x0

2: while rk > ε do
3: xk+1 = proxγf/σn

(zk − γ∇Rσ(zk))

4: sk+1 = Rσ(zk)

5: tk+1 =
1+

√
1+4t2k

2

6: zk+1 = xk+1 +
tk−1
tk+1

(xk+1 − xk)

7: if sk+1 > sk then
8: zk+1 = xk+1

9: tk+1 = 1

10: end if
11: rk+1 = ‖xk+1 − xk‖/‖xk+1‖
12: k ← k + 1

13: end while
输出：近似解 xk+1

通过带有重启的加速近端梯度下降（算法 1），使用
γ = 1/Lip(∇Rσ),ε = 10−5,λ = 103 用于 TV，并使用
λ = 104用于MFoE。

对于TV，它不依赖于 σ，我们从复高斯噪声x0 ∼
CN (0, I)中求解一次 (11)。对于MFoE，我们通过连
续方案利用噪声参数：我们将问题求解三次，首先使
用 σ = 1，然后是 σ = 1/4，最后是 σ = 1/16。第一次

Algorithm 2 即插即用与 DRUNet
输入: 初始化 x0 ∈ Cn，步骤数量K，正则化参数
λ，测量噪声水平 σn，噪声计划 σk

1: 设置 k = 0

2: while k < K do
3: β = λσ2

n/σ
2
k

4: xk+1 = proxf/β (Dσk
(xk))

5: k ← k + 1

6: end while
输出：近似解 xk+1

运行初始化为 x0 ∼ CN (0, I)，后续运行则采用前一
次的解决方案。这逐步从粗到细地改进了重建。此外，
在第一次MFoE运行中，我们降低数据拟合项的权重
以避免较差的局部最小值——每当 α > 0.25时，我们
将 S 子采样为其条目数量的四分之一。

3.3. 即插即用方法

PnP方法用现成的去噪器替换了迭代重建方案中
的显式正则化项。我们遵循 [11]并应用 Algorithm 2，
使用 DRUNetDσ。为了处理复杂数据，我们将信号分
为幅度和相位两部分，对两者都应用 Dσ，然后重新
组合。

算法初始化为 x0 ∼ CN (0, I)，并使用 λ = 0.23，
如 [11]所示。噪声调度从 σ0 = 1开始并几何递减到



σK = 1/(1000α)，其中 α是采样比率。与原始工作使
用 K = 8, 24, 或 40 不同，我们设置 K = 1000。这
种步骤数量的增加是实现良好重建所必需的事实可以
归因于我们的前向模型的非线性性质，这与在 [11]中
考虑的线性算子形成对比。我们没有对 DRUNet 应
用 MFoE 的数据拟合降权策略，因为它不会带来性能
提升。

4. 实验

为了构建复值信号，我们从实数灰度图像开始，将
像素值在 [0, 1]线性映射到 [−π/2, π/2]的相位上，并
分配单位幅度。为了评估对正向模型的鲁棒性，我们
使用了三个独立绘制的扩散器，并报告了所有这些扩
散器的表现情况。算法 1和 2的超参数是在 Set12 数
据集 [22]上调整的，而性能则在 BSD68[23]上报告。

无噪声采样情况和有噪声情况的结果分别显示在
图 1和图 2中。视觉重建结果展示在图 3中。用于评
估重建性能的指标是广泛使用的峰值信噪比（PSNR，
值越高越好）。有趣的是，尽管 DRUNet在去噪和多
个线性逆问题中表现出最先进的性能，但在所有设置
下它都输给了MFoE。这表明 PnP框架可能在这种具
有挑战性的非线性逆问题背景下表现不佳。

作为参考，在所有场景中简单地应用梯度下降仅
能获得大约 4dB的 PSNR，这突显了图像先验的重要
性。即使是像总变差（TV）这样的简单先验也能显著
提升性能。

5. 结论

我们研究了图像先验在噪声或极端欠采样随机相
位检索中的益处。我们考虑了显式正则化器（TV）、学
习的显式正则化器（MFoE）和基于深度学习的隐式先
验（DRUNet）。我们的实验结果表明，引入先验显著
改善了重建效果，即使在远低于弱恢复阈值的情况下
也是如此。MFoE 一致优于 TV 和 DRUNet，这突显
了学习的显式正则化器对具有挑战性的非线性逆问题
的有效性。
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