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ABSTRACT

在高风险场景中，如医学成像应用，为回归模型的预测
配备可靠的置信区间至关重要。最近，一致预测（CP）
作为一种强大的统计框架出现，基于标记校准集生成
包含真实标签的预设概率的区间。本文解决了当校准
集中包含噪声标签时将 CP 应用于回归模型的问题。
我们首先建立了一个以数学为基础的过程来估计无噪
声的CP阈值。然后，我们将这一过程转化为一个实际
算法，克服了由于回归问题连续性所带来的挑战。我
们在两个具有高斯标签噪声的医学成像回归数据集上
评估了所提出的方法。我们的方法显著优于现有替代
方案，达到了接近干净标签设置的表现。

Index Terms— 回归神经网络，符合性预测，标
签噪声

1. 介绍

回归深度神经网络（DNN）在现代机器学习中扮
演着关键角色，作为从复杂高维数据预测连续值的系
统的核心。它们广泛应用于各个领域：从医学图像估
计患者的解剖指标，预测能源消耗和金融趋势，通过
轨迹预测引导自动驾驶汽车等 [1–4]。

对于安全关键的应用，仅准确预测是不够的，报
告预测的信心对于可靠和可解释的模型至关重要。一
种广泛采用的方法是通过置信区间传达回归 DNN预
测的不确定性，这些区间应以预定义的概率包含真实
值。这些区间的大小预计会很小，并与案例的复杂性
相关联。

最近，一致性预测（CP）[5–7]作为实现此目的的
强大通用统计框架而崭露头角。基于带有标签的校准
集，CP在数据分布（独立同分布或更一般地说，校准

和测试样本的可交换性）非常温和的假设下返回具有
覆盖保证的信心区间（分类情况下为“预测集”）。具体
来说，信心区间的真正标签包含概率是预先指定的。目
标是在保持覆盖水平的同时返回最小的区间，并根据
不同 CP方法的信心区间或“预测集”[7–9]的平均长
度来判断它们，在文献中也称为效率。CP已成为医疗
成像 [10–12]等安全关键应用中的一个重要校准工具。
最新的关于回归应用的一致性预测综述是 [13, 14]。

CP在诸如医学成像等应用中面临的关键挑战来
自标签噪声。在这些领域，数据集中经常包含源自模
糊数据的嘈杂标签，这可能会混淆甚至临床专家。此
外，医生可能对同一医学图像的诊断意见不一，导致
地面真实标签存在不一致。基于嘈杂标签校准模型的
挑战直到最近才开始受到关注，主要集中在分类设置
上。Einbinder等人 [15]建议忽略标签噪声并简单地
将标准 CP算法应用于嘈杂标记的校准集。对于回归
而言，这种策略会导致更大的置信区间。其他相关工
作 [16–19]提供了对CP针对嘈杂标签的适应，但重点
是分类。其中一些展示了覆盖保证界限。然而，在许
多情况下这些界限过于保守（导致预测集合非常大）。

在这项研究中，我们首次尝试利用带噪声标签的
校准数据集将 CP应用于回归DNN。我们提出了一种
新的算法来估计无噪声的 CP阈值，该算法通过建立
一个数学上成立的过程并将其转化为实用方法以克服
由回归问题连续性带来的挑战而开发。我们还讨论了
在模型训练期间没有干净标签的情况。我们在带有高
斯标签噪声的两个医学成像回归数据集上评估了所提
出的方法。我们的方法对噪声水平具有鲁棒性，有效
覆盖，并且产生的平均区间长度（效率）接近于无噪
声标签设置，明显短于 [15]方法得到的结果，这促使
忽略标签噪声。



2. 背景

令 (X,Y )表示一个样本及其标签，分布于 X ×Y
上。对于具有标量标签的回归任务，我们有 Y = R。
考虑一个 DNN 对输入样本 x ∈ X 输出预测值 ŷ(x) ∈
Y，校准集上的带标签样本 {xi, yi}ni=1，以及预定义的
α ∈ (0, 1)。

一致性预测（CP）建立了一种决策规则，用于生
成置信区间 x 7→ C(x)，使得 Y ∈ C(X)的概率为 1−α，
其中 Y 是与 X [5, 6] 相关的真实类别。一致性预测中
的唯一假设是校准集和测试样本相关的随机变量是可
交换的（例如，样本是独立同分布的）。让我们陈述一
般的 CP框架 [7]：

1. 定义一个基于模型某些输出的启发式得分函数
s(x, y) ∈ R。更高的分数应表示 x和 y之间较低的
一致性水平。

2. 校准阶段：计算 q̂作为分数 {s(x1, y1), . . . , s(xn, yn)}
的 d(n+ 1)(1− α)e/n分位数。

3. 部署阶段：使用 q̂ 创建新样本 xn+1 的预测集：
C(xn+1) = {y : s(xn+1, y) ≤ q̂}。

在回归情况下，其中 Y = R，本质上我们得到了
置信区间 C(xn+1) ⊂ R。CP方法具有以下覆盖保证。

Theorem 1 (定理 1在 [7]中) 假设 {(Xi, Yi)}ni=1 和
(Xn+1, Yn+1)是独立同分布的。定义 q̂ 如下述步骤 2
中的定义，C(Xn+1)如下述步骤 3 中的定义。那么以
下成立：P (Yn+1 ∈ C(Xn+1)) ≥ 1− α。

该结果的证明基于 [5]。1− α+ 1/(n+ 1)的上界
证明也存在。

不同的 CP 方法通常通过其选择的得分函数
s(x, y)有所不同，它们评判的一个关键属性是平均值
|C(x)|（长度或 C(x)的基数），通常称为效率。专注于
回归，最简单的选择是：s(x, y)是 s(x, y) = |y− ŷ(x)|.
然而，由于：C(x) = {y : |y − ŷ(x)| ≤ q̂} =⇒
|C(x)| = 2q̂，这会产生一个对任何样本都固定的区
间，从而忽略了 x 是否是一个容易或困难的样本。
请注意，回归 DNN 的输出 ŷ(·) 可以理解为后验均
值的估计。通常会训练 DNN 也输出 û(·)，即后验
标准差的估计，例如使用高斯负对数似然（NLL）

损失（在实践中，输出 log(û(·)) 有助于优化）。在
这种情况下，一个能够提供更好效率的得分函数
由 s(x, y) = |y − ŷ(x)|/û(x), 给出，其置信区间为
C(x) =

[
ŷ(x) − q̂û(x), ŷ(x) + q̂û(x)

]
[20]。为了简洁

起见，本文也将使用这个得分及其导致的 C(x)。

在本文中，我们考虑校准集为 {xi, ỹi}ni=1的问题，
其中 ỹi是 yi的噪声版本。这种情况已在 [15]中进行研
究。作者已经证明，对于分散噪声而言，当分布 Ỹ |X
比分布 Y |X 更为扩散时，在 {xi, ỹi}ni=1上执行标准的
CP 校准阶段将导致阈值 q̂ 大于无噪声校准时获得的
阈值，因此覆盖率得以保持：P (Yn+1 ∈ C(Xn+1)) ≥
1− α，其中 Yn+1是测试样本 Xn+1的干净标签。

不幸的是，正如之前在分类 [16–19] 中的工作所
示，并将在回归中进一步展示，这种简单的被称为“噪
声CP”的方法会导致显著的覆盖率过高（超过所需的
1−α），因此也会导致非常大的置信区间（效率低下）。

3. 带有标签噪声的回归中的共形预测

本文的目标是设计一种满足预定义覆盖率要求的
同时，提供比“噪声 CP”显著更短置信区间的 CP方
法。为此，我们的方法将基于估计无噪声情况下的CP
阈值。

3.1. 估计无噪声 CP阈值

设X，Y 和 Ỹ 分别为样本、其干净标签和其噪声
标签的连续随机变量。设Cq(x)是一个依赖于阈值 q的
置信区间，例如 Cq(x) = [ŷ(x)− qû(x), ŷ(x)+ qû(x)]，
与分数 s(x, y) = |y − ŷ(x)|/û(x)相关联，对于一个输
出预测 ŷ(·)和启发式不确定性的模型 û(·)。我们做如
下假设。

假设 A.1 给定 Y ,Ỹ 和 X 是独立的。

假设 A.2 pỸ |Y (ỹ|y) = k(ỹ − y;σ2)，即噪声可以表示
为带宽参数为 σ2的核 k。

假设 A.1 在标签噪声 [16–19] 的文献中很常见。
假设 A.2 包括例如加性高斯噪声的情况：k(·;σ2) =

N (·; 0, σ2)。



定义

M c
q (`, y) := P(` ∈ Cq(X)|Y = y)pY (y),

Mn
q (`, ỹ) := P(` ∈ Cq(X)|Ỹ = ỹ)pỸ (ỹ).

观察到

P(Y ∈ Cq(X)) =

∫
P(` ∈ Cq(X)|Y = `)pY (`)d`

=

∫
M c

q (`, `)d`. (1)

也就是说，真实标签的覆盖概率取决于M c
q 的“迹”。

然而，从带有噪声标记的校准集 {xi, ỹi}ni=1 中，我们
只能近似Mn

q。这促使我们建立Mn
q 和M c

q 之间的关
系。确实，我们有以下结果：

Mn
q (`, ỹ) = P(` ∈ Cq(X)|Ỹ = ỹ)pỸ (ỹ)

=

∫
P(` ∈ Cq(X)|Ỹ = ỹ, Y = y)pY |Ỹ (y|ỹ)pỸ (ỹ)dy

=

∫
P(` ∈ Cq(X)|Ỹ = ỹ, Y = y)pY (y)pỸ |Y (ỹ|y)dy

=

∫
P(` ∈ Cq(X)|Y = y)pY (y)pỸ |Y (ỹ|y)dy

=

∫
M c

q (`, y)pỸ |Y (ỹ|y)dy

=
[
M c

q (`, ·) ∗ k(·;σ2)
]
(ỹ) (2)

其中第三个等式来自贝叶斯规则，第四个等式使用了
A.1，最后一个等式使用了A.2，其中 ‘∗’表示卷积运算。

利用上述结果，我们可以设计一个估计无噪声情
况下CP阈值 q̂的程序。具体来说，给定 q的一个值，我
们可以使用带噪声的校准数据来计算（近似）Mn

q (`, y)

对于 `, ỹ ∈ Y。然后，(2) 表明为了获得每 ` ∈ Y 的
（近似）M c

q (`, ·)，我们需要解决一个带有Mn
q (`, ·)和

噪声核 k 的一维反卷积问题。接下来，使用 (1)中的
关系，我们可以近似覆盖概率 P(Y ∈ Cq(X))。如果
它较大（相应地较小）于 1 − α，我们需要稍微减小
（相应地增大）q 并重复该过程。这种概念策略在算
法 1中给出，其中我们利用噪声模型具有色散性的事
实，因此使用“噪声 CP”方法初始化 q将导致一个较
大的值，我们可以逐渐减小这个值直到达到停止准则
P(Y ∈ Cq(X)) ' 1− α。

Algorithm 1 计算 q̂的概念性高层程序（详见第 3.2节
的实际实现）

Input: α ，小 δq（默认：0.05），依赖阈值 q的 Cq(·)
预测区间规则，带有噪声标签的校准集 {xi, ỹi}ni=1，
噪声核 k(·;σ2)。
初始化 : 使用 {xi, ỹi}ni=1对 q ←进行普通 CP 校准
repeat
q ← q − δq

# 步骤 1：使用噪声标签计算Mn
q (`, ỹ)

对于 `, ỹ ∈ Y:Mn
q (`, ỹ) ← P(` ∈ Cq(X)|Ỹ =

ỹ)pỸ (ỹ)

# 步骤 2：使用反卷积计算M c
q (`, ỹ)

对于 ` ∈ Y:M c
q (`, ·)←去卷积Mn

q (`, ·)和 k(·;σ)
# 步骤 3：计算覆盖概率
P(Y ∈ Cq(X))←

∫
M c

q (`, `)d`
until P(Y ∈ Cq(X)) < 1− α

返回 q̂ ← q + δq

3.2. 实际实现

让我们解释在实践中如何实现算法 1 中的每一
步。显然，主要的挑战是出现在Mn

q 定义中的概率和
分布是未知的，我们只能从有限样本 {xi, ỹi}ni=1 中近
似得到它们。这将需要使用离散化方法。然而，尽管
我们的近似存在，我们在第 4节将展示我们的方法具
有很强的经验性能。

离散化。域 Y 通过将略大于 [mini ỹi,maxi ỹi]的范围
划分成宽度为 δy = 0.01的区间 {B`}来进行离散化。
用 L表示区间的数量。从现在起我们使用 `, ỹ表示索
引。每个带噪声的标签 ỹi被分配到一个箱子里B`，同
时对应的输入 xi也被分配进去。

步骤 1。对于给定的 q > 0，我们通过如下计算得
到一个 L × L 矩阵 M̂n

q 来近似 Mn
q：M̂n

q [`, ỹ] =∑
i I{B`⊆Cq(xi)∩ỹi∈Bỹ}

|ỹi:ỹi∈Bỹ| · 1
δy

∑
i I{ỹi∈Bỹ}

n
。也就是说，我

们用其经验版本来近似概率。

步骤 2. 给定核的离散化，k̂，我们通过求解凸优化问



题来近似M c
q

min
M̂c

q∈RL×L

0≤M̂c
q [`,ỹ]≤1/δy

∑
`

∥∥∥(M̂ c
q [`, :] ∗ k̂ − M̂n

q [`, :])� 1M̂n
q [`,:]>ε

∥∥∥2

2

+ λ ‖M̂ c
q‖2F

其中�表示元素-wise乘法，我们使用它来屏蔽 M̂n
q [`, :

]中为空的 bin。我们发现这种屏蔽对于处理校准集是
有限的事实是必要的。我们将正则化参数设置为 λ =

0.01。

步骤 3。我们使用
∑

` M̂
c
q [`, `]δy 作为覆盖率概率的近

似值。

3.3. 估计标签噪声的水平

算法 1需要了解噪声核 k(·;σ)。特别是，在高斯
噪声假设 Ỹ |Y ∼ N (0, σ2)下，方差 σ2 需要被知晓或
估计。让我们给出一个简单的估计器用于 σ2，给定一
个使用带有噪声标签训练的模型。未来的工作可以进
一步研究估计标签噪声模型的问题。

我们从关系式开始

pỸ |X(ỹ|x) =
∫

pỸ |Y,X(ỹ|y, x)pY |X(y|x)dy

=

∫
pỸ |Y (ỹ|y)pY |X(y|x)dy,

其中第二个等号使用了A.1。假设Y |X ∼ N (µ(X), u2(X))，
连同 Ỹ |Y ∼ N (0, σ2)，积分实际上是高斯函数的卷
积，给出了 Ỹ |X ∼ N (µ(X), u2(X) + σ2)。

由于模型 (ŷ(·), û2(·)) 是用高斯负对数似然训练
的，对于样本 x，我们简单地通过 û2(x)来估计 u2(x)+

σ2。因此，在具有“简单”样本 {xi}的温和假设下，可
以从训练集中 û2(·)的最小值中估计 u2(xi) ≈ 0，σ2。
在我们的实验中，我们观察到 û2(·)的最低 1%个值的
平均值提供了令人满意的预测。

4. 实验

在本节中，我们评估我们的方法在保持覆盖率的
同时减少置信区间的有效性。

数据集。我们使用了两个医学成像数据集。骨龄 [21]：
从 RSNA儿科骨骼年龄数据集中获取的手部 CT年龄

回归。胸部 X 光片 [22]：来自 NIH 的大规模胸部 X
光片集合，常用于疾病分类任务。这两个数据集的任
务都是从图像中推断一个人的年龄。我们将数据分为
60%训练集，30%测试集和 10%校准集。我们通过训
练标签的均值和标准差（SD）对标签进行归一化。
噪声模型。我们在校准集（在第 4.2节中也在训练集
中）对标签归一化之前，通过添加高斯噪声扰动真实
年龄，并将它们四舍五入到整数单位（对于 [21]为月
份，对于 [22]为年份）来实现标签噪声。我们用 σRetrue

表示标签噪声的标准差乘以干净训练标签的经验标准
差。例如，σRetrue = 0.2表示使用噪声水平为干净标
签标准差的五分之一。

回归 DNN。我们的模型基于在 ImageNet上预训练的
EfficientNet-B4 [23]。我们移除了最终的全连接层并添
加了两个任务特定的头部：一个用于均值预测 ŷ，另
一个用于对数方差 log û2。我们使用高斯 NLL损失训
练模型。

比较的方法。我们比较了以下方法：(1)甲骨文 CP，
该方法使用干净的校准标签
(2)噪声 CP，在带有噪声的校准集上应用标准符合预
测（受 [15]启发）；
(3)我们的，我们的 CP方法，如第 3节中所提出的。
对于我们使用的所有方法 α = 0.1（如同文献中常见的
那样），得分 s(x, y) = |y − ŷ(x)|/û(x)及其决策规则
Cq(·)。我们报告了在 6次试验中计算的 CP阈值、区
间长度和覆盖率百分比（针对干净的测试标签）的均
值 (±标准差)。

4.1. 校准中仅存在噪声标签

我们在干净的数据上训练了一个模型，并在带有
由 σRetrue = 0.2 生成的噪声标签的校准集上应用了
CP。我们使用 σ = 0.2应用我们的 CP方法，但也使
用其他值来评估其对该参数的鲁棒性。

结果报告在表 1中。正如预期的那样，对于Noisy
CP，q̂显著大于 Oracle CP的情况。相应地，它受到
较大的置信区间和过度覆盖的影响。相比之下，我们
的方法通过正确的 σ达到了接近于Oracle的表现，区
间比 Noisy CP小得多，同时提供了目标覆盖率。我
们看到应用我们的方法时使用较小的 σ（可以理解为：



Table 1. 覆盖率和区间长度对于 α=0.1 和真实值
σRetrue=0.2。我们的方法也应用于“错误”的 σ值。

数据集 方法 q̂值 平均长度 ↓ 覆盖率 (%)

胸部 X光片

Oracle CP 2.48 ± 0.01 0.58 ± 0.00 90.02 ± 0.00

Noisy CP 3.73 ± 0.01 0.95 ± 0.01 96.10 ± 0.30

Ours w/ σ=0.15 2.71 ± 0.02 0.71 ± 0.02 91.45 ± 0.15

Ours w/ σ=0.2 2.53 ± 0.02 0.67 ± 0.01 90.57 ± 0.22

Ours w/ σ=0.25 2.36 ± 0.02 0.60 ± 0.01 88.52 ± 0.16

骨龄

Oracle CP 2.40 ± 0.02 0.66 ± 0.01 90.10 ± 0.00

Noisy CP 3.31 ± 0.03 0.94 ± 0.01 94.14 ± 0.30

Ours w/ σ=0.15 2.44 ± 0.02 0.79 ± 0.01 90.84 ± 0.15

Ours w/ σ=0.2 2.42 ± 0.02 0.74 ± 0.02 90.11 ± 0.14

Ours w/ σ=0.25 2.37 ± 0.02 0.60 ± 0.01 89.72 ± 0.17

Table 2. 覆盖率和区间长度对于胸部 X 光数据集，
α=0.1和 σRetrue ∈ {0.2, 0.3}。我们的方法应用于估计
σ̂。

σ 方法 q̂值 平均长度 ↓ 覆盖率 (%)

σRetrue=0.2
σ̂=0.205

Oracle CP 2.33 ± 0.02 0.66 ± 0.01 90.7 ± 0.21

Noisy CP 3.27 ± 0.04 0.97 ± 0.01 95.7 ± 0.34

Ours 2.33 ± 0.02 0.72 ± 0.01 90.0 ± 0.26

σRetrue=0.3
σ̂=0.314

Oracle CP 2.50 ± 0.03 0.77 ± 0.01 90.4 ± 0.18

Noisy CP 3.92 ± 0.05 1.29 ± 0.02 96.4 ± 0.38

Ours 2.52 ± 0.02 0.84 ± 0.02 90.5 ± 0.32

不解决部分噪声）会导致过度覆盖和更大的区间（类
似于 Noisy CP与 Oracle CP之间的关系），反之，如
果使用较大的 σ则相反。然而，对于我们的方法，这
些指标的变化相对较小，这证明了它的鲁棒性。

4.2. 训练和校准中的噪声标签

我们考虑训练集和校准集中水平为 σRetrue 的标
签噪声。我们使用第 3.3节中描述的过程来获得 σ̂，它
是 σRetrue 的一个估计值，用于应用我们的 CP方法。
我们检查 σRetrue ∈ {0.2, 0.3}。

结果报告在表 2中。为了成为一个有意义的性能
界限，Oracle CP也使用相同模型，这些模型是用噪
声标签训练的（但有一个干净的校准集）。这解释了
其性能与表 2相比略有下降的原因，在 σRetrue = 0.2

中也是如此。正如预期的那样，随着噪声水平的增加，
Noisy CP区间增大的情况变得更为显著。与上面展示
的鲁棒性特性一致，我们的方法得益于 σ̂接近 σRetrue

的事实，并表现出接近 Oracle的性能，远优于 Noisy
CP。

5. 结论

我们解决了在校准集中使用带噪声标签的 CP应
用于回归 DNNs的问题。我们开发了一种基于迭代脱
卷的估计无噪声 CP阈值的过程，该过程基于坚实的
数学推导。我们在两个带有高斯标签噪声的医学成像
回归数据集上评估了该方法，并表明它优于现有的替
代方法，并且性能接近于清洁标签设置。
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