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摘要

建模神经退行性疾病的基本机制需要捕捉稀疏、高维神经影像数据中异

质性和空间变化动力学的方法。将基于偏微分方程（PDE）的物理知识与
机器学习相结合，比传统的数值方法具有更强的可解释性和实用性。然而，

当前融合物理知识的机器学习方法仅限于考虑单个 PDE，严重限制了它们
在多种机制负责不同组别（即亚型）疾病中的应用，并加剧了模型误规范

和退化问题。在这里，我们提出了一种深度生成模型来学习由基于物理的

PDE控制的潜在动态模型混合体，超越了传统方法中假设单个 PDE结构
的假设。我们的方法在变分自编码器（VAE）混合模型框架内整合反应扩散
PDE，支持从神经影像数据中推断可解释的潜在变量亚型（例如扩散率和
反应速率）。我们在合成基准上评估了我们的方法，并展示了其揭示阿尔茨

海默病进展机制亚型的潜力，这些信息来自于正电子发射断层扫描（PET）
数据。

1 引言

神经退行性疾病，如阿尔茨海默病（AD），目前被认为是由于病理蛋白（tau
和淀粉样蛋白）在大脑中的传播 [3]引起的。正电子发射断层扫描（PET）成像
通常用于获得体内 tau 和淀粉样蛋白浓度的替代测量；最近，诸如阿尔茨海默
病神经影像计划（ADNI）[17]等纵向 PET 研究提供了 tau 和淀粉样蛋白时空
动态的测量数据，支持疾病传播机制模型的发展 [25]。这些时空动态通常使用偏
微分方程（PDEs）进行数学建模，这赋予了模型参数和函数形式可解释性。最
近，已将 PDEs 集成到机器学习框架中，以利用其能力将推理扩展到大型、高
维数据集 [13]。
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使用基于 PDE的方法的挑战之一是，与 tau和淀粉样蛋白传播相关的 PDE
的结构和参数并不完全已知。进一步复杂化问题的是，神经退行性疾病如AD在
个体之间的进展高度异质，在 tau和淀粉样蛋白 PET[6, 22]中都报道了疾病群
集（即亚型）。此外，推断这些 PDE的反问题是本质上不适定的，导致了几个基
本问题，包括解非唯一性 [2]。在推理挑战中，模型误规范——建模的 PDE未能
反映生成数据的真实潜在 PDE——和模型退化——多个不同的参数集或模型结
构产生无法区分的输出——是尝试学习生物物理机制模型时固有的挑战，进一
步加剧了问题。这些问题促使了一种能够考虑到数据和模型结构变化的方法的
发展，以帮助支持可靠的推理。

1.1 贡献

我们提出了“BrainPhys”，这是一种基于物理信息的变分自编码器（VAE）
混合模型，用于神经退行性疾病动力学。与假设单一控制 PDE的方法不同，我
们通过混合建模同时允许多种可能的 PDE，从而使我们的模型能够揭示同一人
群中的疾病机制亚型。我们的主要贡献如下。

1. 我们引入了一种新型的物理引导变分自编码器混合模型，该模型可以在同
一数据集中学习多个偏微分方程的参数，并可用于研究机制模型误指定和
退化性的问题。

2. 我们展示了我们的模型使用合成数据恢复机制模型及其参数的聚类的能
力。

3. 我们将模型应用于来自 ADNI的结合 tau和淀粉样蛋白 PET数据集，并
发现支持两成分混合模型的证据。

1.2 相关工作

神经退行性疾病的物理信息建模。建模神经退行性疾病的发展越来越依赖
于蛋白质传播的物理模型（例如，朊病毒样扩散）[9, 12, 23]。一个有影响力的研
究工作包括 [10]，作者使用高斯过程来建模和模拟大脑中蛋白质浓度的动力学。
然而，这些模型通常假设固定动力学并依赖强先验，而我们的方法能够实现更
灵活的潜在建模，并加入物理约束。

概率模型在偏微分方程约束系统中的应用。近年来，用于学习参数化偏微分
方程解的概率方法激增。这些包括贝叶斯物理信息神经网络 [24]、结合有限元方
法的高斯过程 [7]、归一化流模型 [11]和物理驱动的深度潜在变量模型 [21]。值
得注意的是，[18]中引入的集成物理学的VAE框架将物理约束纳入了VAE架构
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中。我们的方法建立在此概念之上，并扩展到建模 PDE动力学中的结构变异。
我们不将所有不确定性来源嵌入单一神经替代模型中，而是采用混合模型公式，
使潜在空间能够反映不同的 PDE模式（例如，不同的反应动态），从而实现对
结构变异性进行可解释的建模。

可解释和结构化的潜在表示。存在着越来越多的兴趣，学习与物理上有意
义的变量相对应的可解释潜在空间。一些方法侧重于解缠表示 [5, 14]，而其他方
法则将神经算子或基于物理信息的神经网络（PINNs）嵌入生成模型中 [13, 20]。
我们的工作通过明确设计潜在空间来表示一组生物物理上有意义的数量（例如，
扩散和反应系数），为这一领域做出了贡献。

2 方法论

2.1 问题设定

我们考虑形如以下反应扩散方程的参数学习：

∂

∂t
u(x, t) = D∇2u(x, t) + f(u(x, t)), on Ω, (1)

∇u(x, t) · n = 0, on ∂Ω, (2)

u(x, t) = u0(x), for t = 0. (3)

其中，u(x, t)是空间 x和时间 t的标量函数；D是扩散系数；f(x, t)是反应项；
Ω和 ∂Ω分别是域和边界；n是表面 ∂Ω上的单位法向量；u0(x)是模拟开始时
的初始场。此类模型广泛用于建模生物物理过程，例如，[8, 16, 19]。

2.2 BrainPhys：一个物理模型的VAE混合体

我们物理信息VAE混合模型（“BrainPhys”）的示意图如图 1所示。源代码
可在 1 获取。通过展开方程 1，我们将扩散系数定义为 D = zx，将源项定义为
f(u) = zrfr(u)，

∂

∂t
u(k) = z(k)x ∇2u(k) + z(k)r f (k)

r (u(k)). (4)

在此，我们采用一种 KPP型模型 [1]来描述错误折叠蛋白质的累积和传播。在
我们由 k = 1, 2, 3, ...K 个成分组成的混合物中，每个成分对应于反应项 f

(k)
r 的

一种独特配方，其具有自身的系数 z
(k)
x ，z

(k)
r ，其中扩散系数 z

(k)
x 描述蛋白质的

传播，而反应系数 z
(k)
r 描述蛋白质的积累，即我们使所有混合成分的扩散项形

式相同，但允许反应项变化。这一决策是基于这样的假设：个体之间的蛋白质积
累动力学比扩散过程更具变异性。

1https://github.com/sanpinnawala/BrainPhys
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图 1: 脑生理模型的示意图。给定一组观测序列，分类编码器推断出混合权重 c，表示每

个候选模型负责观测到的动力学的概率。对于 K 个候选 PDE 模型中的每一个，潜在编
码器推断出相应的物理参数 z

(k)
x ,z(k)r 。每个组件使用基于特定分量的 KPP 型方程和推

断参数的可微 ODE 求解器模拟疾病动力学。在每个模型下评估观测数据的可能性，并
且总数据可能性通过推断出的混合权重计算为这些组件可能性的加权和。这种聚合可能

性用于计算并最小化证据下界 (ELBO) 的负值。

2.2.1 编码器

每个编码器分支，类别和潜变量（图 1），将观察到的图像序列映射到一个
结构化的低维潜在空间。每个图像都会通过卷积主干网络；生成的特征与时间
戳拼接后传递给长短时记忆（LSTM）模块。最终的 LSTM隐藏状态会通过任
务特定的全连接层。

分类编码器。 类别编码器输出一个表示未归一化的混合权重向量，覆盖了 K

个组件。我们应用 softmax 函数以获得概率向量 c ∈ ∆K−1。在推理时，我们选
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择最可能的组件 k̂ = arg maxk ck.

潜在编码器 对于每个组件 k ∈ {1, . . . ,K}，特定的潜在编码器输出物理参数
(z

(k)
x , z

(k)
r )的均值和对数方差。为了确保正值，物理参数从对数正态分布中采样，

其中 z̃ = exp (z)和 z ∼ N (µ, σ2). z 使用重参数技巧 [15]进行了重新参数化。

2.2.2 解码器

Given the sampled physical parameters z(k) and initial condition X0, we
use the differentiable ordinary/partial differential equation solver (常微分方程
求解器) from torch微分方程 [4] to integrate the PDE (discretised in space; see
Equation 4) forward in time. 求解器输出 X̂(k)，来自组件 k的预测动态：

X̂(k) = ODEINT(X0, f
(k)(z(k)x , z(k)r ), {t0, . . . , tT }) (5)

2.2.3 证据下界

训练目标被调整以考虑组件混合。这是通过最大化证据下界（ELBO）来实
现的，其中包括重构似然性和潜在正则化。在混合模型下的期望对数似然性是
通过对各个分量的负对数似然性的 log-sum-exp进行计算：

Lrecon =

N∑
i=1

− log
K∑

k=1

c
(i)
k exp

(
−L(k,i)

NLL

)
(6)

其中，c
(i)
k 表示第 k分量和样本 i的放松混合权重，而 L(k,i)

NLL 是高斯负对数似然
性（见附录中的公式 12）。LKL(z)负责解释在物理参数上的近似分布与先验分布
之间的分歧，加权于混合分配 c

(i)
k ：

LKL(z) =
∑
i

∑
k

c
(i)
k

[
KL

(
q(z(i,k)x | Xi) ‖ p(zx)

)
+ KL

(
q(z(i,k)r | Xi) ‖ p(zr)

)]
(7)

LKL(c) 是推断的分类分布 q(c | X)与组件上的均匀先验之间的 KL 散度 p(c) =

Cat
(

1
K

)
：

LKL(c) = KL (q(c | X) ‖ p(c)) (8)

3 实验

3.1 合成数据

我们通过使用五阶龙格-库塔方法（RK45）数值求解离散化的方程 1来生成
合成数据集，其中采用了 SciPy的 solve_ivp函数。我们定义了反应项的三种
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不同形式，分别称为 ID 0（方程 9）、ID 1（方程 10）和 ID 2（方程 11），对应
于三个不同的聚类。系统在一个 32× 32的二维空间网格上进行模拟。我们用类
似于高斯分布的初始条件来表示蛋白质浓度在空间网格上的分布。我们施加诺
伊曼边界条件以确保没有通量穿过域边界。对于每个生成的样本，我们从均匀
分布 zx ∈ [0.01, 1.0]和 zr ∈ [0.01, 0.1]中抽取空间和时间参数。数据归一化将值
缩放到范围 [0, 1]。训练集由代表 800个个体的数据样本组成，每个个体有 3个
观测值。验证集包含 200个数据样本。为了评估，我们生成了一个包含 1000个
样本的测试集。

ID 0: fr(u) = zru(1− u) (9)

ID 1: fr(u) = zru(1− u)2 (10)

ID 2: fr(u) = zru
2(1− u) (11)

3.2 阿尔茨海默病数据

对于阿尔茨海默病数据，我们使用来自阿尔茨海默病神经成像倡议（ADNI）
的AV145-PET扫描和AV45-PET扫描 [17]。访问该数据集需通过 [17]提出请求
获得许可。我们将两种数据类型（tau和淀粉样蛋白）组合在一起，这些数据包
括 AD（阿尔茨海默病）、MCI（轻度认知障碍）和 CN（认知正常）个体。我们
假设在这个数据集中应该存在多个聚类的证据。ADNI数据已经进行了纵向一
致性的预处理，包括注册到第一个时间点以实现空间对齐、使用 SPM进行空间
归一化，并重新采样至统一的空间分辨率 6mmş。我们在整个数据集上应用强度
归一化，将值缩放到范围 [0, 1]。训练和验证集分别由 237名和 60名个体组成，
每个人在不规则的时间点获得 3次观测。

4 结果

4.1 合成数据

图 2展示了合成数据实验的结果。图 2(a) 和图 2(b) 比较了组件分配与真实
值。图 2(c) 显示了每个 PDE 组件在测试样本上的推断混合权重，代表模型对
哪个组件最能解释每个测试样本的信念。分配的聚类对应于具有最高权重的组
件（见分类编码器部分的第 2.2节）。图 2(d) 显示了残差分布，计算为真实值与
分配 PDE 组件预测值之间的差异。该图展示了对真实参数的成功推理，特别是
反应速率。图 2(e) 将真实值与 100 个推断参数样本的平均预测进行了比较。这
里，t=18 是一个插值时间点，而 t=36 是一个外推时间点，展示了模型在观测
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图 2: 偏微分方程成分推断，偏微分方程参数推断，以及预测的动力学。(a) 混淆矩阵比
较真实聚类分配（ID 0, 1, 2）与预测分配。(b)真实与预测的成分分配分布。(c)预测混
合权重在 100个测试样本中的分布。(d)推断扩散和反应系数的残差分布。(e)模型对代
表性测试样本的预测。

数据范围内外都能泛化的能力。模型证据在多次运行中的表现见附录图 5，反映
了由于随机初始化导致的变化性。

4.2 阿尔茨海默病数据

图 3描述了使用两成分混合模型的 ADNI实验结果，其中成分对应于扩散
和反应-扩散偏微分方程。这些偏微分方程反映了关于 tau蛋白和淀粉样蛋白病
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图 3: 使用扩散和反应扩散混合模型对 ADNI 数据的评估。(a) 学习到的参数分布。
(b)100个推断参数样本的平均预测与观测值的比较。此处，t指从基线扫描开始的月份。

(c)在最终重构时间点上中心水平和垂直截面与真实值的对比。

理学常见的竞争假设。由于我们的模型估计两个成分上的后验概率，我们可以
推断出每个受试者在任一偏微分方程下的动力学和参数。我们比较了验证集中
的参数分布，并展示了代表受试者的两种成分的重建结果。我们在推理时通过
重新计算各个混合成分子集的 ELBO来评估模型证据。当使用两个偏微分方程
成分 (2.07× 106)时，证据最高，相比之下仅使用反应-扩散 (1.96× 106)或仅使
用扩散 (2.03× 106)的情况则不然。结果表明队列中存在不同的簇，并且该模型
得益于能够访问多个偏微分方程成分。
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5 讨论

在这里，我们介绍了“BrainPhys”，这是一种新颖的无监督方法，用于从同
一群体推断机制模型的混合。我们展示了其从合成数据中恢复 PDE模型参数及
其相应权重的能力。我们也提供了该模型在 ADNI中的首次应用，在这里我们
在一组 tau和淀粉样蛋白 PET数据中发现了两种成分混合的证据；然而，需要
进一步分析来验证这些聚类。未来的工作将扩展这一分析到更大的数据集。我
们的模型还有潜力识别退化性模型的来源（参见附录中的图 4），这是机制建模
社区尚未解决的问题。然而，有几个挑战需要解决，包括（但不限于）分离导致
不适定性的因素，在只有单一真实模型存在于数据中的情况下识别模型退化性，
整合关于 PDE形式的部分知识（例如，未知的反应项），以及在诸如 tau或淀
粉样蛋白 PET等成像模式中推断聚类。

A 附录

A.1 补充方法

A.1.1 高斯负对数似然

L(k,i)
NLL =

1

2

[
‖Xi − X̂

(k)
i ‖2

σ2
+D log(2πσ2)

]
(12)

其中 D是 Xi 的维度，而 σ2 是学习到的观测噪声方差。KL项将变分后验与相
应的先验进行正则化。
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A.2 补充结果

图 4: 在合成数据上测试模型的退化。A. 数据生成所用的真实物理模型的预测。B.一个
退化模型，实现了类似的预测准确性，但反应速率不准确，突出了潜在的可识别性问题。

C.反应项被视为未知并通过神经网络（MLP）学习，展示了该模型在没有明确物理结构
的情况下近似动态的能力。
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