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ABSTRACT

经验风险最小化（ERM）是监督学习的基础框架，但
主要优化平均情况下的性能，经常忽视公平性和鲁棒
性的考虑。倾斜经验风险最小化（TERM）通过引入
一个指数倾斜超参数 t来平衡平均情况下的准确性与
最坏情况下的公平性和鲁棒性。然而，在在线或流数
据设置中，数据一次一个样本地到达，经典 TERM目
标退化为标准 ERM，失去倾斜敏感度。我们通过提
出一种移除经典目标中的对数的在线 TERM 形式来
解决这一局限，保留倾斜效果而无需额外的计算或内
存开销。该形式允许由 t控制的连续权衡，平滑地在
ERM（t → 0）、公平性强调（t > 0）和对异常值的
鲁棒性（t < 0）之间插值。我们在两个代表性的流任
务上进行了在线 TERM 的经验验证：对抗性异常值
下的稳健线性回归和二元分类中少数类检测。我们的
结果显示，负倾斜有效抑制了异常值的影响，而正倾
斜则在对精度影响最小的情况下提高了召回率，所有
这些都以每个样本的计算成本相当于 ERM的方式实
现。因此，在高效单一样本学习环境中，在线 TERM
恢复了经典 TERM的完整鲁棒性-公平性光谱。

Index Terms— 倾斜经验风险最小化，在线学习，
异常值检测，鲁棒性，公平性。
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1. 介绍

经验风险最小化（ERM）是大多数现代监督学习
算法的基础原理。[1]。ERM 目标通过最小化 N 个样
本的平均损失来选择模型参数 θ：

R(θ) :=
1

N

N∑
i=1

`i(θ), (1)

其中，`i表示第 i个样本的损失。
ERM 享有优雅的统计保证，并且在训练数据忠

实代表测试分布时提供了强大的预测性能。然而，由
于设计原因，ERM侧重于均值性能。具体来说，每个
示例都平等地贡献给目标函数，无论其是否具有代表
性、非典型或甚至错误标记。这种均匀加权使得 ERM
在存在异常值、噪声数据 [2, 3]或类别不平衡 [4, 5]的
情况下变得脆弱，这些都是实际学习场景中常见的问
题。大量的研究工作已经解决了标准 ERM[6, 7, 8]的
这些缺点。研究人员提出了公平感知的目标函数以确
保子组之间的平衡训练 [6, 7]，并且改进了稳健性公
式以提高测试性能 [8]。在寻找 ERM替代方案的过程
中，已在不同设置中探索了各种倾斜技术，包括重要
性采样 [9]、序列决策制定 [10, 11]和大偏差理论 [12]。
倾斜经验风险最小化（TERM）通过一个倾斜超参数
[13, 14, 15]扩展了 ERM框架。TERM不是最小化平
均损失，而是最小化一个倾斜的损失：

R̄(t;θ) :=
1

t
log

(
1

N

N∑
i=1

et`i(θ)

)
, (2)

其中 t ∈ R是倾斜超参数。当 t → 0时，目标函数简
化为普通的 ERM。对于 t > 0，指数加权放大了较大
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(a) 在线 TERM与 t = +0.5：拟合
线强调大损失样本。

(b) 在线 TERM与 t = −0.5：拟合
线减小离群值的影响。

(c) 预测误差与 t < 0：到真实内点权重的欧氏距离，
每 10次迭代记录一次。

Fig. 1: 我们通过一个带有异常值的噪声线性回归示例来突出说明普通 ERM和在线 t-倾斜目标之间的差异。(a)
和 (b) 在合成样本流上比较了这两种方法，其中 90%个点遵循内点线 y = 0.52x− 2，其余 10%是向上平移四
单位的平行异常值，y = 0.52x + 2。每个观测值都受到独立同分布的高斯噪声影响，标准差为 0.3。使用平方
损失，并以每次一个样本更新模型——不进行批量处理——使用各种优化器。学习率设置为 ERM 的是 10−2，
TERM 使用 t < 0是 10−2，TERM 使用 t > 0是 10−4。SGD Momentum ERM/TERM 使用动量参数 0.3，
Adam ERM/TERM 的超参数设置为 β1 = 0.9, β2 = 0.999, ε = 10−8, ε = 0。这些速率的选择是为了平衡稳定性
并揭示长期行为。(c) 跟踪当前参数向量与真实内点参数 θ∗ = (0.52,−2)之间的欧几里得距离 ‖θ− θ∗‖2—每十
个更新计算一次。

的个别损失，平滑地插值到最大损失目标 [16, 17]，从
而促进公平性。对于 t < 0，加权抑制了大的损失，使
得目标对损坏或对抗样本 [18]具有鲁棒性。因此，倾
斜超参数 t提供了一个在公平性和鲁棒性之间连续的
权衡范围。

TERM通常是为批学习制定的，在参数更新之前
会聚合一组 N > 1 样本的损失。然而，在在线设置
中——即学习者每次迭代处理一个样本（即 N = 1）
——TERM目标函数 (2)退化为普通的ERM，倾斜超
参数 t实际上消失。这导致了 TERM在公平性和鲁棒
性方面的优势丧失。

为了解决这一限制，我们通过引入一个简单的修
改来提出一种在线 TERM 公式，在线环境中保留倾
斜超参数。然后，我们系统地展示了这种新公式的实
际好处。具体来说，我们在两个示例问题设置上进行
研究：鲁棒性线性回归和二元分类中的异常值检测。
在这两种情况下，数据生成都包括受控的异常样本。
通过在正负范围内变化倾斜超参数 t，我们量化了在
线TERM如何权衡稳健性和公平性。这些控制实验表

明，单个超参数 t可以平滑地插值平均损失、公平性
和鲁棒性。因此，我们实证显示，在线 TERM是处理
涉及公平性和鲁棒性问题的实际工具。

2. 在线倾斜经验风险最小化

在本节中，我们推导了一个保持倾斜超参数的
TERM 在线版本。为此，我们首先考察倾斜目标函
数 (2)的梯度：

∇θR̄(t;θ) =
∑
i

et`i(θ)∑
j e

t`j(θ)
∇θ`i(θ), (3)

其中每个样本对梯度的影响与其归一化权重 et`i(θ)/
∑

j e
t`j(θ)

成正比。
为了在在线设置中保留这种加权机制，其中 N =

1，我们从 (2)中去掉对数，并提出以下替代倾斜目标：

R̃(t;θ) :=
1

t
et`i(θ). (4)

该目标产生梯度

∇θR̃(t;θ) = et`i(θ)∇θ`i(θ), (5)



(a) 使用在线 TERM方法并通过倾
斜 t = 0.2获得的决策边界。

(b) 使用在线 TERM 获得的 ROC
曲线采用了倾斜 t = 0.2。

(c) 使用在线 TERM 获得的混淆矩阵，倾斜度为
t = 0.2。

Fig. 2: 我们通过一个包含内点和外点的玩具二分类任务来研究正倾斜下的在线 TERM的行为。在每次迭代中，
学习器观察一个独立从两个线性模型的混合中抽取的单一样本 (x, y)，并添加了高斯噪声。以概率 0.9，内点样本
是根据 y = 0.2x+2+ε, ε ∼ N (0, σ2),抽取的，并被赋予标签−1。以概率 0.1，外点样本是根据 y = 4x+2+ε, ε ∼
N (0, σ2),抽取的，并被赋予标签+1。噪声标准差设置为 σ = 4.0，以模拟高方差扰动。学习器保持一个线性评分
函数的形式 sθ(x, y) = θ>(x, y, 1)，其中 θ ∈ R3，并通过 4000次迭代使用普通 SGD、带有动量的 SGD或Adam
优化器以及平方损失来更新参数。SGD ERM、SGD Momentum ERM 和 Adam ERM 变体分别使用学习率
10−3、10−3和 2× 10−3。相应的 TERM变体在降低的学习率下进行训练——SGD TERM和 SGD Momentum
TERM 为 2 × 10−4，Adam TERM 为 8 × 10−4——以抵消由正倾斜引起的梯度爆炸风险。SGD Momentum
ERM/TERM使用动量值 0.3，而 Adam ERM/TERM的超参数设置为 β1 = 0.9, β2 = 0.999, ε = 10−8, ε = 0。



其中指数因子 et`i(θ)在 t > 0时放大了大损失样本，在
t < 0时则减弱它们。这种指数加权重新赋予了控制
TERM内在公平性和鲁棒性折衷的能力。

然而，与批量TERM不同的是，当 t为正时，(5)中
的指数因子可能会爆炸，因此需要仔细选择学习率。在
本文的其余部分中，我们将展示在线 TERM公式 (4)
在鲁棒回归和异常值检测任务中的优势。

2.1. 稳健的线性回归与在线 TERM名词

在本小节中，我们展示了使用在线TERM的鲁棒
线性回归的仿真结果。具体来说，我们考虑一个线性
回归问题，在这个问题中 90%的数据是正常值，剩下
的 10%是异常值。在这种情况下，ERM无法保持对异
常值的鲁棒性，而当倾斜超参数 t选择得当时，TERM
可以有效地处理它们。

图 1展示了我们在这一鲁棒回归问题上的结果。
在图 1a中，倾斜超参数设置为 t = 0.5。尽管它们的更
新规则有所不同，各种优化器——SGD、带有动量的
SGD和 Adam——表现出质地上相似的行为：它们产
生的回归线被内点和离群点样本之间所牵引。这是因
为指数权重 et`i(θ) 对于大损失迅速增长，导致回归线
受到离群点的严重影响。

相反，图 1b显示了 t = −0.5的结果。在这里，负
倾斜抑制了大的损失，导致TERM优化器将异常值的
权重分配为可忽略不计，从而保持鲁棒性。拟合线在
不同优化器之间的相似性突出了两个关键观察结果：
(i) 负倾斜恢复了原始批次 TERM目标通常提供的鲁
棒性，以及 (ii) 这种鲁棒性在不同的优化器选择中是
一致的。这些发现表明，在存在异常值的情况下，在
线 TERM与 t < 0对稳健线性回归是有益的。

与基于 ERM的优化器相比，具有负倾斜 (t < 0)
的TERM优化器能够更好地拟合真实值，这一点在图
1b和图 1c中显而易见。特别是，图 1c显示尽管所有优
化器都从相同的随机初始化开始，但在处理相同的数
据流时，它们的参数轨迹会随着时间逐渐发散。具有
负倾斜的 TERM 优化器的权重误差在最初的几百次
迭代内更稳定地收敛到零，然后趋于稳定。这种改进
的一致性来自于因子 et`i(θ)，它显著减少了梯度大小，
从而限制了振荡和突然更新。相比之下，ERM优化器

(t = 0)表现出更多的震荡行为和较差的收敛性。
重要的是，一旦TERM优化器以负倾斜接近真实

参数，它们在整个训练期间都会保持稳定，没有振荡
的迹象。这些定量证据补充了拟合回归线的可视化解
释，并支持结论：适度的负倾斜可靠地降低异常值的
重要性，加速收敛并维持参数稳定性，无论使用哪种
优化器。

总结而言，在线 t倾斜更新具有负倾角提供了一
个轻量级、无需调参的鲁棒估计器替代方案。它保留
了二次损失函数的简洁性，并且按顺序处理数据点。如
图 1c所示，其中权重误差曲线减小，它迅速收敛到真
实的内群线，而 ERM变体则受到离群值的不利影响。

2.2. 异常值检测在二元分类中的在线 TERM检测

我们接下来将在线 t倾斜更新应用于一个流式二
元分类任务，旨在检测离群点的同时最小化这些罕见
点的误分类。

在此设定下，大损失的示例正好对应我们要识别
的异常值。设置 t = 0.2加剧了它们的影响（参见图
2），因为对于异常值而言，指数权重可能比典型的内
点高出几个数量级。因此，图 2a中的决策边界适应以
正确分类异常值。这种效果在图 2c所示的混淆矩阵中
很明显，该矩阵显示了真正例（正确识别的异常值）增
加和假阴性（未识别的异常值）减少的情况，尽管代
价是误报（错误分类的内点）增多。图 2b进一步支持
这一点，TERM优化器的 ROC曲线高于 ERM基准，
表明超过某些阈值后召回率有所提高。当可以容忍假
正例时，TERM 优化器因此能有效地识别几乎所有异
常值，最小化假阴性。

相反，设置 t = −0.2（见图 3）在平方误差较大时
减小梯度的大小，实际上指示优化器降低异常值的影
响。如图 3a所示，这产生了一个几乎水平的决策边界，
与内点分布紧密对齐。图 3c中的混淆矩阵确认了假阳
性显著减少和真阴性增加，尽管代价是大约遗漏了一
半的异常值。相应地，图 3b中的 ROC曲线表明具有
负倾斜的 TERM优化器在低假正率区域优于其 ERM
对应物，在保持低假阳数的同时实现更高的真正率。
这使得它们更可取，当假阳性成本很高时，强调了对
鲁棒性的偏好而非敏感性。



(a)使用在线TERM方法并倾斜 t =

−0.2获得的决策边界。
(b) 使用在线 TERM 获得的 ROC
曲线采用倾斜 t = −0.2。

(c) 使用在线 TERM 获得的混淆矩阵，倾斜 t =

−0.2。

Fig. 3: 我们用带有离群值的在线 TERM在负倾斜下的玩具二分类示例进行说明（t < 0）。设置与图 2相同，除
了这里解释的细节。在每次迭代中，学习器接收一个从先前描述的被污染线性模型中抽取的单个 (x, y)对。SGD
TERM、SGD Momentum TERM 和 Adam TERM 优化器分别使用学习率 2× 10−3、2× 10−3和 8× 10−3。这
些增加的学习率补偿了由负倾斜超参数引起的梯度幅度减小，该超参数强烈降低了大残差的影响。这种调整确
保了有效的参数更新，尽管离群值样本的影响被抑制。

这些发现与第 2.1节中的回归实验观察结果一致。
倾斜参数 t的符号作为离群值检测（公平性）和离群
值抵抗（鲁棒性）之间的可调权衡。正向倾斜放大了
离群值的损失，因此在稀有点对任务至关重要的情况
下表现出色。负向倾斜则降低了这些损失的重要性，
从而产生一个更保守的分类器，能更好地抵御极端噪
声。在所有三种 TERM 优化器中观察到的一致定性
行为表明，这种效果源自倾斜加权机制本身，而不是
任何特定的优化算法。在线场景中数据依次到达时，
这一简单的修改恢复了TERM的灵活性，使从业者能
够通过一个超参数平滑地导航鲁棒性和敏感度之间的
光谱。

3. 讨论

在实践中，倾斜符号的选择应该反映高损失样本
在其学习目标中的作用，这解释了为什么两个玩具问
题中最佳方向会有所不同。对于在线鲁棒线性回归，
目标是恢复主导内群分布的真实斜率和截距，同时将
偶尔出现的极端点视为干扰。在这种情况下，大的残
差是干扰信号；远离当前拟合的点很可能是离群值或
噪声，因此它们的梯度影响应该减小。负倾斜通过指

数级地降低大损失的权重来实现这一点，有效地剪辑
了梯度并使估计器能够专注于大多数内群样本。实证
上，这引导参数向量稳定地朝向真实系数，并在收敛
后保持稳定性。

相反，在面向异常值检测的流式二元分类任务中，
罕见点构成了正类，并且是主要的目标识别对象。大
的损失对应于误分类的异常值，需要对决策边界进行
激进的更新以在未来迭代中更好地捕捉这些点。正倾
斜放大了这些损失，显著增加了梯度贡献并将分离超
平面拉向异常值。相比之下，负倾斜抑制了这一关键
信息，导致一个保守的分类器很少标记异常值。因此，
在希望对外部异常值具有鲁棒性（如回归）的情况下，
负倾斜是可取的；而在需要提高敏感性和检测异常值
（如分类）时，正倾斜更为适用。这说明相同的倾斜加
权机制可以根据任务的不同服务于不同的统计目标。

展望未来，进一步研究的一个关键方向是开发基
于任务特征或数据属性自动选择适当倾斜参数的原则
性方法。由于倾斜的最佳符号和幅度在很大程度上取
决于高损失示例在学习目标中的作用——即强调还是
抑制它们——自动化调整策略将大大增强在线TERM
的实用性能。这些方法可能会利用自适应方案、元学
习或数据驱动的启发式方法，在训练过程中动态调整



倾斜，确保稳健且敏感的性能而无需人工干预。

总结而言，online TERM 中的倾斜参数 t所提供
的灵活性为在鲁棒性和敏感性之间的权衡提供了强大
的工具，但要实现其全部潜力，则需要针对不同的学
习场景进一步提高自动化超参数选择的能力。

4. 结论

我们介绍了一种在线版本的倾斜经验风险最小化
（TERM）框架，在严格的流式处理设置中仅一次处
理一个样本时，该框架保持了鲁棒性和公平性之间的
可调折衷。我们的方法利用指数加权方案来维持倾斜
敏感性而不增加额外的记忆或计算负担，克服了批量
TERM在 N = 1处的局限性。

通过在含有异常值的合成流回归和二元分类任务
上的广泛实验，我们展示了倾斜超参数 t的符号和大
小能够平滑地插值标准 ERM行为（t → 0）、对异常
值的鲁棒性（t < 0）以及公平敏感学习（t > 0）。值
得注意的是，负倾斜显著提高了稳健回归中的收敛稳
定性和准确性，而正倾斜则增强了分类中异常检测的
召回率。

这些发现突显了在线 TERM 作为一种实用且理
论基础扎实的优化方法，能够无缝适应多样化的鲁棒
性和公平性要求，并且只需最小程度的调优。未来的
工作将研究自适应方案，用于自动选择针对特定任务
和数据分布定制的倾斜参数，进一步扩大TERM在实
际流应用程序中的适用性。
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