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ABSTRACT

我们研究了预训练的 Transformer在非线性回归设置
中的上下文学习（ICL）能力。具体来说，我们关注一
个具有非线性MLP头部的随机 Transformer，在其中
第一层是随机初始化并固定的，而第二层则是经过训
练的。此外，我们在一种极限情况下进行考虑，即上
下文长度、输入维度、隐藏维度、训练任务的数量和
训练样本的数量共同增长。在这种设置下，我们展示
了随机 Transformer在 ICL误差方面等同于一个有限
阶 Hermite多项式模型的行为。这种等价性通过不同
激活函数、上下文长度、隐藏层宽度（揭示了双重下
降现象）以及正则化设置下的模拟得到了验证。我们
的结果提供了理论和经验上的洞察，说明 MLP层在
何时何地增强 ICL，以及非线性和过参数化如何影响
模型性能。

Index Terms— 上下文学习、变换器、深度学习
理论、高维渐近性。

1. 介绍

变换器 [1] 已成为近年来深度学习的基石。它们
新兴的一项能力是所谓的上下文内学习（ICL），这使
得任务能够通过提示进行适应，而无需修改内部参数
[2]。鉴于变换器在 ICL方面的受欢迎程度和有效性，
对其 ICL 能力的理论理解已经成为一个重要的研究
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课题。

由于全面分析 ICL的复杂性，现有研究通常考虑
简化的设置。特别是，许多工作专注于使用仅包含注
意力机制架构的 Transformer模型在线性回归或分类
任务中的 ICL，完全省略了多层感知器 (MLPs)[3, 4, 5,
6]。尽管最近的研究开始探索基于Transformer的 ICL
中非线性 MLP的作用 [7, 8, 9]，但仍存在一些限制。
例如，[7]特别关注使用ReLU基础MLP的分类任务，
没有考虑更广泛的激活函数或回归任务。同时，[8, 9]
分析了在MLP层位于注意力机制之前的Transformer
变体——这与原始 Transformer架构 [1]相反，在后者
中，输入嵌入首先通过注意力块，然后再由MLPs处
理。因此，对于标准 Transformer架构中 MLPs如何
影响 ICL性能的全面理解仍然不完整。

为了解决这一差距，我们通过渐近分析研究了带
有非线性MLP的 Transformers在非线性回归任务中
的 ICL性能。我们的方法连接了两个研究领域：Trans-
former的 ICL和MLP的渐近理论。对于后者，我们引
用了高斯通用性结果 [10, 11, 12]，这些结果显示某些
类别的MLP的行为等同于具有匹配矩的高斯模型。这
种等价性使我们能够描述非线性 MLP对 Transform-
ers ICL性能的影响。

具体而言，我们考虑一个具有线性注意力机制和
非线性MLP的随机 Transformer模型，在该模型中，
MLP的第一层权重被随机初始化并固定，而第二层则
完全训练。在这种设置下，我们展示了Transformer在
上下文学习误差方面与有限阶多项式模型渐近等价。
我们还确定了非线性 MLP 的存在如何改善无 MLPs
的 Transformer的 ICL性能的条件。具体来说，我们
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的研究结果表明，在满足以下条件时，MLP 可以增
强 ICL：（i）激活函数选择得当，（ii）上下文长度足够
大，以及（iii）隐藏维度适当选择或模型得到恰当的
正则化。此外，我们的分析揭示了具有非线性MLP的
Transformer的 ICL误差可能表现出非单调行为——
通常被称为“双下降现象”——作为模型复杂性的函
数。这扩展了先前在MLPs [13, 14]中观察到的双下降
现象至 ICL设置。

总体而言，我们的贡献如下：

1. 我们发现一个多项式模型在指令调用学习（ICL）
中表现与带有MLP的随机 Transformer等效。

2. 我们刻画了在何种条件下，带有非线性MLPs的
Transformer优于不带MLPs的 Transformer。

3. 我们证明了通过适当的正则化可以缓解 Trans-
former与MLP中 ICL误差出现的非单调行为。

2. 相关工作：带有变换器的 ICL

开创性的工作 [2]首次强调了Transformer在上下
文学习中的能力，激发了大量的实证和理论研究。在
实证方面，诸如 [15]、[16]和 [17]等研究表明，随着模
型规模的增大，ICL（上下文学习）的能力会更加显著
地显现出来，突出了其在大规模 AI系统中的重要性。
为了更好地理解 ICL背后的机制，研究人员采用了受
控的合成基准测试，最著名的是使用 Transformers进
行线性回归任务，如 [6]、[18]和 [19]所示。这些基准
测试通过隔离特定的架构和数据驱动效应，使得精确
分析成为可能。

理论上，许多研究表明，在预训练过程中，Trans-
former 隐式地获取了算法结构，这些结构随后在
ICL[20, 21, 3, 22, 4, 23, 24, 6, 25, 26]中被应用。然
而，这些学习到的算法的确切性质仍然是一个开放
的问题。为了获得可处理性，许多研究分析了简化的
Transformer 模型——特别是那些具有线性化自注意
力机制的模型。特别地，[6]和 [27, 28]为基于线性注
意力机制的 Transformer 在合成 ICL 任务中的泛化
能力提供了详细分析。

最近，将非线性MLP组件纳入Transformer架构
引起了关注。例如，[7]在分类设置中使用基于 ReLU

的MLP研究了 ICL，而 [8]和 [9]则研究了其中MLP
层位于注意力机制之前的模型。然而，这些工作要么
限制了激活函数和任务类型的选取，要么偏离了标准
Transformer架构 [1]，在该架构中，注意力层位于MLP
之前。

因此，关于在Transformer中具有非线性MLP头
的 ICL的全面理论处理——遵循原始架构并适用于回
归等一般任务设置——仍然缺乏文献支持。这是我们
的工作旨在解决的问题。

3. 设置

在这项工作中，我们研究了预训练的Transformer
架构在非线性回归问题上的 ICL能力。
具体来说，给定一系列配对示例(

x1, y1
)
,
(
x2, y2

)
, . . . ,

(
x`, y`

)
, (x`+1, ?),

其中每个输入 xi ∈ Rd 和对应的标量响应 yi ∈ R独立
地从一个未知的联合分布中抽取，模型必须推断出前
`个示例的基本映射，并预测新输入x`+1的标签 y`+1。
这里，`表示上下文长度。

我们假设 x和 y之间存在由特定上下文参数向量
ξ ∈ Rd治理的非线性关系，受加性高斯噪声影响。尽
管在给定的上下文中 ξ保持不变，但它在不同的上下
文间重新采样，这就要求模型从观察到的成对数据中
估计出 ξ，然后再推广到新的输入。形式上，我们根据

xi ∼ N
(
0, Id/d

)
, yi = σ∗

(
ξTxi

)
+ εi, (1)

生成数据，其中 σ∗ : R → R是一个非线性函数，并且
εi ∼ N (0, ρ)对于 ρ > 0成立，而任务向量本身被绘
制为

ξ ∼ N
(
0, Id

)
. (2)

这种概率表示捕捉了回归任务中的非线性和固有变异
性。然后我们考虑使用 k个随机任务向量 ξ来生成训
练样本，而在上下文学习误差则通过所有可能的任务
向量的期望值进行测量。

为了将这些示例输入到 Transformer中，我们遵
循文献 [6]并通过在其标量标签上方堆叠特征向量（最



终标签处用零占位符）形成一个嵌入矩阵 Z，即

Z =

x1 x2 · · · x` x`+1

y1 y2 · · · y` 0

 ∈ R(d+1)×(`+1).

(3)

Transformer 必须利用这种表示来推断底层的非
线性映射，并准确预测 y`+1。然后，Transformer中线
性注意力的输出可以按照以下方式计算：

A := Z +
1

`
V Z(KZ)T (QZ), (4)

其中 K,Q,V 分别是适当大小的关键矩阵、查询矩
阵和值矩阵。当预测 y`+1 时，相关的注意力输出是
Ad+1,`+1。因此，我们考虑线性Transformer（无MLPs）
的预测为

ŷlinear := Ad+1,`+1. (5)

此预测可以使用由 [27, 28]所用的重新参数化技术简
化为以下形式：

ŷlinear = vec(Γ)Tvec(HZ), (6)

其中 vec(·) 表示向量化操作，Γ ∈ Rd×(d+1) 是使用
V ,K,Q矩阵的元素构成的参数矩阵，而HZ 定义为

HZ := x`+1

[
d
`

∑
i≤` yix

T
i

1
`

∑
i≤` y

2
i

]
∈ Rd×(d+1).

请注意，线性 Transformer的情况下的训练 Γ为

arg min
Γ

n∑
j=1

(
yj`+1 − vec(Γ)Tvec(HZj )

)2
+ λ

n

d
‖Γ‖2F ,

其中 λ 是正则化常数，与 λ 相邻的 n/d 因子用于在
我们考虑的渐近环境中保持正则化的意义。这里，
{(Zj , yj`+1)}nj=1 表示用于训练的 n样本，其中 Zj 由
(3)构成。

对于带有非线性MLP的 Transformer，模型的预
测可以类似地写为

ŷnonlinear := wTσ(F Tvec(HZ)), (7)

其中 σ : R → R是非线性MLP的激活函数。受到随
机特征模型 [29, 10]的启发，我们考虑随机初始化并

固定的 F ∈ Rd(d+1)×m，而类似于上述训练过程，参
数向量 w ∈ Rm通过

arg min
w

n∑
j=1

(
yj`+1 −wTσ(F Tvec(HZj ))

)2
+ λ

n

d
‖w‖22.

进行训练。
然后，我们用

E(ξ,Z,y`+1)

[
(y`+1 − ŷ)

2
]
, (8)

来测量 ICL误差，其中 ŷ指的是线性 Transformer的
(6)，或者表示具有非线性MLP的Transformer的 (7)。

4. 主要结果

在这项工作中，我们刻画了带有非线性 MLP的
Transformer在渐近区域中的 ICL误差（8）。具体来
说，我们假设输入维度 d、训练样本数量 n、用于训练
的任务向量的数量 k、上下文长度 `以及隐藏层维度
m共同发散，而 `/d, k/d, n/d2,m/n保持常数。这里，
前三种缩放已由 [27, 28] 对于使用线性 Transformer
的 ICL进行了识别，而最后一种缩放确保了模型复杂
度和训练样本是可比较的，这是通常在文献中假设的
情况 [10]。
我们从以下引理中随机特征映射 F Tvec(HZ)的

等价统计表示开始分析。稍后我们将利用它来分析带
有非线性MLP（7）的 Transformer。

引理 1 (F Tvec(HZ)的渐近分布).
假设F 的元素独立同分布为N (0, 1/tr(Cov(vec(HZ))))，
使得 F Tvec(HZ)的元素具有单位方差，其中 tr(.)和
Cov(.)分别表示迹算子和协方差算子。令 fi表示 i列
的 F。类似于 l, d → ∞中的 l/d ∈ R+，我们有

fT
i vec(HZ) → N (0, 1) almost surely, (9)

对于所有 i ∈ {1, . . . ,m}。

证明. 令 t := tr(Cov(vec(HZ))). 对于给定的 HZ，
fT
i vec(HZ)的条件分布是

fT
i vec(HZ) | HZ ∼ N (0, ‖vec(HZ)‖22/t). (10)

然后，通过 ‖vec(HZ)‖22/t在 1附近的集中性，我们得
到了引理的陈述。



(a) σ∗ = ReLU (b) σ∗ = tanh

Fig. 1: 上下文学习误差与训练样本数量的关系：线性注意力模型、Transformer 和等效模型。使用了两种不同
的激活函数的 Transformer 模型（用形状和颜色表示）：ReLU 和 tanh。绘制了 20次蒙特卡洛运行的平均值。
n是样本数量，d = 80,l = d,k = 0.5d,m = d2,ρ = 0.01,λ = 10−8。

该引理使我们能够简化项 F Tvec(HZ)，从而促
进其在 Transformer的上下文学习分析中的使用。因
此，我们将重点转移到 (F Tvec(HZ), ξ

Tx`+1)的联合
分布，而不是 (HZ , y`+1)，因为 y`+1 = σ∗(ξ

Tx`+1) +

ε`+1 由 (1) 给出。以下证明了在较高维度的极限情况
下，对 (F Tvec(HZ), ξ

Tx`+1)这一对收敛于联合高斯
随机向量。

推论 2 ((F Tvec(HZ), ξ
Tx`+1) 的联合分布). 假设任

务向量 ξ是给定的。在引理 1的假设下，当 l, d → ∞
与 l/d ∈ R+关联时，(F Tvec(HZ), ξ

Tx`+1)成为具有
零均值和某些协方差的联合高斯分布。这里，联合分
布出现是因为 vec(HZ)的构造包括了 x`+1。

引理 1和推论 2共同刻画了非线性 MLP的输入
vec(HZ) 及其标签 y`+1 的分布。在这些组件建立之
后，我们现在可以利用前面的结果结合两层神经网络
[11, 12]的现有渐近分析来研究定义于 (8)中的配备非
线性MLP的Transformer的上下文学习误差。以下定
理确定了一个与这种 Transformer架构在渐近等价意
义上的模型，其中“渐近等价”被定义为两个模型在
本工作中考虑的渐近极限下达到相同的 ICL误差 (8)。

定理 3 (等价多项式模型). 考虑引理 1中的设置，其
中 d, n,m, `, k与 `/d, k/d, n/d2,m/n ∈ R+共同发散。
进一步假设 σ 和 σ∗ 是满足 Ex∼N (0,1)[σ(x)

2] < ∞ 的
Lipschitz 函数，这确保了 Hermite 展开的存在。然
后，具有非线性 MLP 的 Transformer 在 (7) 中渐近

等价（在 ICL 误差方面）于以下模型：

wT σ̂r(F
Tvec(HZ)). (11)

这里，σ̂r : R → R是一个带有残差项的 r次多项式函
数，定义为

σ̂r(x) :=
r∑

i=0

1

i!
ciHei(x) + c∗rz, z ∼ N (0, 1), (12)

其中 Hei : R → R表示第 i个（概率论者的）埃尔米
特多项式，ci 是相应的埃尔米特系数，c∗r 是一个残差
项，使得 Ex∼N (0,1)[σ̂r(x)

2] = Ex∼N (0,1)[σ(x)
2]。次数 r

取决于 σ和 (F Tvec(HZ), ξ
Tx`+1)的联合分布，但经

验表明一个较小的有限 r就足够了。

证明. 埃尔米特多项式关于高斯测度的正交性可以与
推论 2结合使用来证明该定理，这里省略了证明。对
于此类证明的一个示例，我们参考 [12]。

定理 3建立了用于研究配备非线性 MLP 的随机
Transformer 的等效且可分析模型。利用这一等价形
式，我们系统地比较了配备非线性 MLP 的 Trans-
former与线性 Transformer的性能。此外，我们通过
实证验证了非线性 MLP Transformer 与其多项式替
代模型之间的等价性，强调了在各种条件下这两种模
型的预测一致性。
图 1描述了 ICL误差如何随着训练样本数量 n的

变化而变化。首先，由于正则化常数相对较小，观察到
了一个非单调趋势。值得注意的是，等效多项式模型



(a) 影响（与 （̀与m = d2和 λ = 10−8）） (b) m的影响（与 ` = d和λ = 10−8相关）(c)影响（带有λ（与σ = ReLU和 ` = d））

Fig. 2: 上下文长度（`）、隐藏维度（m）和正则化常数（λ）对 ICL误差的影响。在 (a)中，随着我们增加上下
文长度 `，ICL误差减少。在 (b)中，模型大小的 ICL误差表现出双下降趋势，在 (c)中通过正则化得到缓解。
对于 (a)-(b)，使用了两种不同的激活函数（用形状和颜色表示），而在 (c)中仅使用 ReLU激活函数。我们展示
了 20次蒙特卡罗运行的平均值。这里，σ∗是 ReLU，d = 80，n = 1.5d2，k = 0.5d，ρ = 0.01。

（来自定理 3）的 ICL误差与 Transformer模型的 ICL
误差相匹配，证实了我们的理论发现。此外，类似于具
有两层神经网络的监督学习的情况 [11]，Transformer
模型的 ICL性能受到激活函数 σ 和目标函数 σ∗ 之间
关系的影响，这基于它们的 Hermite展开（系数），如
图 1a-b 所示。在图 1a中，对于所有值的 n，增强的
Transformer（使用 ReLU 激活的非线性 MLP 头）始
终比线性 Transformer 基线实现更低的 ICL 错误。这
种性能差距强调了在这种情况下非线性特征处理的好
处。相比之下，带有 tanh 激活的 MLP 提供的改进
有限或没有超过线性模型，这表明非线性头的有效性
对激活函数的选择非常敏感。当底层目标函数本身是
tanh（图 1b）时，使用 MLP 的性能提升减少。带有
tanh 激活的 Transformer 只有轻微改进优于线性基
线，这表明 MLP 激活与真实任务非线性的匹配在起
关键作用。这些结果表明，当 MLP 层的非线性与目
标函数的结构相匹配或互补时最为有益。

图 2说明了各种参数对 ICL误差的影响，并确认
多项式模型的 ICL性能与随机 Transformer模型相匹
配。首先，在图 2a中，我们研究上下文长度 `对 ICL
误差的影响，表明增加上下文长度可以均匀减少所有
模型的 ICL 误差。关键的是，一旦上下文长度超过
一个阈值（我们在设置中的 ` ≈ d），带有 MLP头的
Transformer开始显著优于线性 Transformer。这一观
察突出了提示丰富性的的重要性：足够长的上下文对
于非线性 MLP组件有效提取和利用高阶统计结构是

必要的。接下来，在图 2b中，性能对隐藏维度m的依
赖揭示了一种特征性的非单调行为，通常称为“双重
下降现象”：ICL误差在欠参数化区间减少，在插值阈
值（m/n ≈ 1）附近达到峰值，然后随着模型进入过
参数化区间再次下降。这一模式强调了谨慎选择MLP
宽度的重要性。最优结果是在适度过参数化的区间中
实现的，在这个区间内，模型可以充分利用非线性适
应能力。最后，正则化（在图 2c中）通过平滑插值阈值
附近的尖峰来缓解这种非单调行为。随着正则化强度
λ的增加，曲线变得更加稳定且误差峰值被减弱。这
些结果证实了适当的正则化对于缓解双下降现象 [13]
是必不可少的。

5. 结论

在本文中，我们展示了对配备非线性 MLP头的
Transformer进行上下文学习（ICL）的高维分析。通
过利用来自 Gaussian universality和 Hermite多项式
展开的工具，我们证明了一个随机初始化且带有MLP
头的 Transformer在渐近上等价于一个有限度数的多
项式模型。我们的理论发现精确地界定了非线性特征
处理相对于纯线性注意力机制提供显著改进的范围。
广泛的模拟支持了我们的理论，表明：(i) 当目标函数
是非线性时，MLP头显著减少了 ICL误差；(ii) MLP
的好处仅在上下文长度超过某些与维度相关的阈值时
才显现出来；以及 (iii) 模型的 ICL误差表现出一种双



下降行为，这种行为可以通过适当的正则化有效缓解。

这些结果不仅深化了我们对非线性和过参数化如
何影响 ICL 的理论理解，还为设计带有 MLP 层的
Transformer 架构提供了实用指导。未来的研究方向
包括将分析扩展到多头注意力机制，探索 MLP块的
深层堆叠，并开发适应插值制度的自适应正则化方案。
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